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E E 3 U M 0
£ desenvolvida e testada uma formulação de elemento finito 
de oasoa delgada de material oomposto por lâminas ortotrópioas. Utiliza- 
—se a téonioa de elementos finitos pelo metodo dos deslocamentos, oom 
elemento triangular plano de três nós* Através da utilização da Teoria 
de ELrohhoff discretizada obteve-se ura elemento oom os deslocamentos de 
membrana u, v, interpolados linearmente, w oúbioamente, e as flexões qua 
draticamente*
Em oada elemento são admitidas variações graduais ou brus- 
oas na quantidade de lâminas, na espessura da lâmina, nas propriedades _e 
lastioas, nas orientações, bem como nos carregamentos e na espessura to 
tal do laminado* Estes parâmetros podem ser identifioados par ti oularme n- 
te a cada elemento da malha*
A resolução é obtida: a) utilizando-se matriz única de 
correlaoionamento entre deformações médias e deslocamentos nodais, en 
globando deformações de membrana e flexãoj b) utilizando-se matriz de 
ridez única englobando oomportamentos de membrana, flexão e o acoplamen­
to destas*
Diversos exemplos são resolvidos e os resultados são
comparados com as soluções obtidas na literatura*
x í t
A B S T R A C T
A finite element for thin shells mad© of 
multi-layered composite materials is implemented* Such element is 
triangular shaped with in plane displacements linearly interpolated, 
normal rotations quadra ticaly and transversal displacements cubically 
interpolated and the Kirchhoff hipothesis satisfied at discrete points.
The formulations admits changes in the number, 
thiclaiess, elastic properties and orientation of the laminae within 
each element, as well as in the loading. This parameters are to be
specified at each element when a particular problem is defined.
Some exaples are presented and they show a 
good agreement with results given in the literature.
xv
CAPÍTULO 1 - APHESEHTAÇlo
1
1.1. - MTRODUÇlO
Os materiais oompostos são ideais para aplicaçõeB estrutu­
rais ande altas razões resistência/peso e rigidez/peso são requeridas.:
As peças aseim produzidas são partioulaimente convenientes para aplica­
ções aeroespaciais e militares, bem como, mais modernamente, em grande 
número de componentes estruturais de uso comercial e industrial tais como: 
tubos motores de foguetes, ogivas, vasos de alta pressão, tubos de lança 
mento para torpedos • mísseis, tubulações para alta pressão, tanques de 
armazenamento, oleodutos, tanques de combustíveis para aviões, estrutu­
ras de satelites, e mais recentemente fuselagem e superestrutura de 
aviõés.
A medida que as técnicas de fabricação e controle de qua­
lidade se aprimoram permitindo a produção de peças coá geometrias otimi­
zadas, e consequentemente mais irregulares e complexas, maior é a neces­
sidade do uso de métodos genéricos para o cálculo estrutural, tais como 
os métodos de elementos finitos«
Exemplos de aplicações de elementos finitos em laminados
são:
a) com uma modelagem inicial sobre toda a peça se deter­
minam os campos de deslocamentos e tensões; subsequentemente, com a aju­
da de um programa gerador de malha modela-se, então, o entorno de uma 
trinca, por exemplo, e utiliza-se os valores de deslocamentos e tensões 
predeterminadas como condições de contorno na determinação do campo in* 
tensificado de tensões na região.
b) na onaliBe prória à recuperação de danos em laminados. 
Em tomo de um furo, otman rasgo, por exemplo, superficial ou não, é 
necessário que se disponha de um elemento finito em que seja permitida a 
eliminação cantrolqda de laminas ou sua edição de uma forma aproximada 
à que se assumirá o processo de recuperação usado no laminado*
En vários centros de pesquisas no mundo segue contínuo 
o processo de pesquisa em tomo dos problemas de materiais compostos, 
e particularmente sua análise por elementos finitos* Como exemplo, o pro 
blema b descrito acima é parte de uma linha de pesquisa na Universidade 
de Austin, Texas, E.TJ.A., no estudo analítico dos efeitos de reparos em 
lâminas de rotores e carcaças de turbinas. As investigações estão no 
quarto ano* Ainda na mesma Universidade a dois anos são realizados testes 
e análises de todos os aspectos pertinentes do primeiro avião totalmen­
te feito de materiais compostos, que, note-se, já está construído desde 
1977.
1*2* REVISXO BIBLIOGRÁFICA
Sos últimos anos, apesar de se tomar mais e mais genera­
lizado em certas áreas, como a aerospacial e a militar, o uso de mate­
riais compostos, são escassas as publicações em certas áreas afins, nota 
damente em processos de fabricação e métodos de projeto e análise de 
tensões* As publicações de métodos analíticos de cálculo de tensões em 
placas e cascas são mais numerosas e algãmas são enumeradas a seguir. 
Krakeinavic |61 apresentou uma teória para análise de vigas sanduiche 
considerando efeito, de c i s a l h a m e n t o  rtransversal JGulatil e Esseniberg 
|7 | apresentaram um estudo bastante completo da solução do problema de 
casca cilíndrica circular axisimétrica anisotrópica através da teoria
2
de cascas de Naghdi; foram lnoluídos os deslocamentos circunferenciaie e 
os giros resultantes dos acoplamentos* Misovec e Kemper mostraram uma 
solução aproximada às equações de Navier da teoria de elasticidade tri- 
dimencianal para um cllindror circular ortotrópico axi simétrico subme­
tido à pressão interna e externa, cargas axiais e cargas radiais espa­
çadas separadamente em forma de bandas. Payano |91 apresentou um traba­
lho de cunho mais teórico com & solução de um campo de tensões elasticas 
em um corpo oilindricamente anlsotrópico, vasado, sob tração superficial 
constante ao longo da altura. Vhitney e Leissa JlO | apresentaram um estu­
do mais completo do problema de placas retangulares heterogêneas aniso- 
trópicas. Foram consideradas as espessuras , propriedades 
elásticas, número e orientações arbitrárias de laminas; foram considera­
dos os acoplamentos da tensão normal e cisalhante; foram usadas com os 
termos não lineares e solucionadas com o uso de séries duplas.
Tanto na literatura em geral, ccrao no Brasil, são ainda 
escassas as formulações de elementos finitos especiais ao uso em mate­
riais compostos. Para cascas suaves semi-espessas Noor e Mathers, jl|, 
apresentaram os elementos triangulares • quadriangulares, ST6 e SQ8 de 
6 nós e 8 nós respectivamente, com tensão cisalhante transversal • 
formulação de deslooamento. Qn 197Í Noor e ünderson apresentaram 14 1 os 
elementos isoparamétricos de formulação mixta, com cisalamento, para 
análise de tensões e vibrações de laminados compostos em forma de cascas 
suaves semi-espessas. Também foram considerados elementos triangulares 
e quadrangulares. Ás matrizes de rigidez, massa e carga foram obtidas 
por uma forma modificada do princípio variacifcnal mixto de Hellinger- 
Beissner. Bn 1966 Dang, 1181, apresentou um elemento de casa de revolu­
ção para laminados ortotrópicos sob carregamentos arbitrários. 0 ele-
mento e trcnoo-cronico reto* Foi um dos primeiro« trabalhos a lerar em 
consideração variações na espessura do laminado,
1.3 - OBJETIVO
Devido às poucas pesquisas mostradas na revisão bibli­
ográfica resolveu-se implementar e testar um elemento finito adequado a 
cascas compostas. Especificou-se o uso de um elemento de tipo triangu­
lar plano, e a implementação de um programa computacional que permita 
variações graduais d bruscas na quantidade das lâminas, propriedades 
elásticas e orientação, bem ccxao nos carregamentos e na espessura to­
tal do laminado. 0 programa permite ainda a leitura independente des­
tes valoreE em cada elemento da malha.
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CAPÍTULO 2 - ÍUNDAHENTOS DE MATERIAIS COMPOSTOS
5
2.1o Definição e Classificação dos Materiais Compostos
2.1.1 - DEFUÍIÇSO DE MATERIAL COMPOSTO
Os materiais compostos são a combinação de dois ou mais ma
teriais numa esoala macroscópia formando um material útil na construção
/
de componentes mecânicos.
Usualmente os materiais compostos exibem as melhores quali 
dades que seus componentes e frequentemente apresentam alguma qualida — 
de que nenhum de seus constituintes possuem.
As características que podem ser melhoradas ou manipuladas 
pela formação de um material composto são, entre outras, as seguintes:
- resistência mecânicaj
- rigidez do material}
- resistência a corrosão}
- resistência ao desgaste;
- peso;
- vida sob fadigaj
- comportamento dependente da temperatura;
- isolamento térmico;
- condutividade tsrmica}
Existem três tipos gerais de materiais compostos, os quais
são:
- Compostos fibrados;
- Compostos laminados;
6- Compostos particula&OB.
2.1o2 - COMPOSTOS PIBRADOS
Os compostos fibrados sso constituídos de fibras dispersas 
numa matriz, onde a matriz é o material que enfeixa as fibras ou filamen 
tos, permitindo que tomem a forma de um elemento estrutural. A matriz ge 
ralmente representa o componente menos nobre do composto, apresentando 
valores de densidade, rigidez e resistência menores que as fibras ou fi­
lamentos. Alam de suporte geométrico a matriz serve para distribuir o 
carregamento entre e ao longo das fibras, bem como transmitir tensãoes en 
tre as fibras.
A componente considerada nobre do composto pode ser de 
forma fibrilar propriamente dita ou filamentar.
As fibra3 se caracterizam pelo seguinte:
- a relação comprimento/diâmetro é muito alta - as fibras são 
‘longas e contínuas;
- o seu diâmetro é parto do tamanho do oristal;
- são mais rígidas e fortes que o mesmo material ®m bloco;
- apresentara menos defeito internos que o material em bloco.
Os filamentos de um material apresentam as seguintes pro - 
jjriedades e características:
- poí:suem diâmetro perto do tamanho do cristal como uma fibra p_o 
rem são mais curtos;
- mesmo assim a relação comprimento/diâiastro é da ordem de centenas;
- são mais perfeitos que uma fibra e apresentam melhores caracte - 
rísticas, que as fibras, devido em parte ao menor comprimento;
- são obtidos por cristalização, numa escala muita pequena, resul­
tando um alinhamento quase perfeito dos cristais.
2.1.3 - COMPOSTOS LAKIHADOS
Consiste de camadas de vários materiais, no mínimo dois, 
coladas juntas. Os melhores exemplos são:
- Bimetais - laminados de dois metais diferentes com diferença si£ 
ficativa entre seus coeficientes de dilatação térmica. Sob uma mudança de 
temperatura em relação àquela em que foram montadas, o bimetal torce ou 
de.f lete de maneira previsível, servindo para equipamentos de medição.
- Materiais revestidos - materiais revestidos por outros para eli­
minar uma deficiência sem perder ou atenuar suas próprias qualidades.
Por exemplo, uma liga de alumínio de alta resistência tem “baixa resistên 
cia â corrosão, enquanto que o alumínio puro ê bastanta resistente à 
corrosãoj logo a liga recoberta apresentará ambas as qualidades.
- Vidros laminados - usados em para-brisas de automóveis e divisó­
rias. Duas camadas de vidro são separadas por uma de plástico polivinil 
butrial. 0 vidro é frágil e rígido, o plástico e deformável e flexível , 
resultando na conhecida característica doo para-brisas manterem juntos 
os estilhaços quando quebrados.
- Composto laminado reforçado com fibras - e um tipo de composto 
híbrido, pois envolve um composto fibrado e a técnica de laminação.
Composto laminado ou laminado - e o material que consiste da jun - 
ção de pelo menos dois materiais diferentes em forma de camadas ou lami­
nas - que são colados.
17 o tipo de composto laminado reforçado com fibras, as cama 
das de material reforçado por fibras são oonstruídas com as direções das 
fibras de cada camada orientadas em diferentes direções para fornecer di 
ferentes rigidez e resistencias nas varias direções. Exemplos sao cas - 
cos de baroos, carcaças de mísseis, bocais, raquetes de têniso
2.1.4 - COMPOSTOS PARTICULADOS
Os c o m p o s t o s  p a r t i c u l a d o s  são c o n s t i t u í d o s  p o r  
p a r t í c u l a s  de u m  o u  m a i s  m a t e r i a i s  s u s p e n s o s  n u m a  m a t r i z  de
outro m a t e r i a l .  T a n t o  as p a r t í c u l a s  q u a n t o  a  m a t r i z  p o d e m  
s e r  m e t á l i c a s  o u  n ã o  m e t á l i c a s  e m  suas v á r i a s  c o m b i n a c õ e s ..
a) — Composto de nao metálico em não metálico - o mais comum é o con 
crstO; em sua mistura de pedras e areia era cimento, reagida em presença de 
água. %
b) - Composto de metálico em não metálico - tinta a base de alumínio 
ondo as partículas de alumínio ficam em suspensão na tinta e melhoram o 
recobrimsnto; propelentes sólidos de foguetes, que consistem de partículas 
inorgânicas como o alumínio e perclorato oxidante numa resina orgânica fie 
xível como o poliuretano.
c) - Composto não metálico em metálico - um~ material- como o cera 
mico.', suspenso . numa matriz metálica. 0 resultante é chamado ,'CermetM.
São usados em ferramentas e em aplicações em que seja..: requerida alta 
resistência à erosão. m i
92.2 - COKPORTAK3I7TO MACRO-MECÂITICO DE 1TKA iil-TIKA
Inicialmente é necessário descrever os sistemas de coordenadas uti­
lizados em todo o trabalho.
0 primeiro sistema é o sistema glogal de coordenadas, X-Y-Z, que 
opcionalmente pode ter um de seus eixo3 orientado3 secundo uma direção pre 
fersncial da georetria da peça a ser modelada, lies te sistema são lidos os 
valores de coordenadas dos nós, e são aplicadas cargas devidas a 8  f o r ç a s  
d i s t r i b u í d a s  e peso.
0 secundo 3istema é o sistema local de coordenadas, x-y-z. Ê defini 
do para cada elemento da forma seguinte: os eixos x-y são paralelos á super; 
fxcie do elemento; o sentido positivo de x coincide com o sentido i-j dos 
nós; o sentido +y para o lado do elemento: e z n o r m a l  a  s u p e r f í c i e  do 
el e m en to  f o r m a n d o  u m  s i s t e m a  a n t i - h o r á r i o .
0 terceiro sistema é o de coordenadas naturais para elemento 'trian 
guiar L^, Lg, 1^* ^ue ® utilizado nas funções de interpolação. J:Ta integra; 
ção da matriz de rigidez é necessário então utilizar o Jacobiano, que 
ne st e caso é a p e n a s  2A, s endo A  a  á r e a  do e l e m e n t o .
0 quarto sistema de coordenadas é o sistema principal, 1,2,3, que é 
definido en cada elemento, caàa no, e cada iâniina se for optado pelo usuá^r 
rio a obtenção de tensões nas lâminas nas direções principais. Obtém-se a 
transformação para este sistema a partir do sistema local e do angulo 0 eri 
trc a direção áa fibra e o lado i-j do eletntsnto.
A determinação da matriz de transformação do sistema local para o 
global é mostrada a seguir. (Ver figura 2.1).
Dado as coordenadas dos no3 i,j,k no sistema global:
logot
T - ( r . r . r )  ~ '-x7 ~y* ~ z
(2.6)
tal quet
P~g TP, + P. (2.7)
ondex
P - ponto em coordenadas globais*~g
P^ ■> ponte em coordenadas looais*
p. - ooordenada global do nó i*~l
As descrições dos sistemas de ceerdenadas aqui mostradas sezão melhor de 
lineadas quando de seu uso no restante do trabalho* •
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2.2.1 - helaçCe s tensIo-d e fohkaçXo e h m ateriais elástico linear
é: 119l
A relação tensao-defermação de um material elatioo-linear
V
al
°2
a3
T23
T31
r12 N ê
°]
C,
Sim.
13 C14 C15 °16 el
23 c24 C25 °26 e2
33 °34 °35 °36 e3
c44 °45 °4 6 Y23
°55 °56
°66 \ 2
(2.8)
onde* t10' ■ 1, 2, 3 sao tsnseea normais e cisalhantes 
respectivamente) e , T sã* deformações normais e oisalhantes respecti­
vamente; as c-^m coml*m • 1, 6 sã* os elementos da matriz de rigidez 
da material C •
Se existem dois planos ortogonais de simetria de proprie­
dades no material, simetria existirá neoessariamente relativa ao tercei­
ro plano mutuamente ortogonal* A relação tensão-deformação em ooordena - 
das alinhadas com as direções prinoipais do material é :
*1
*2 .
°3
T23
T31
h
h
ro
 ^ /
11 '12
22
'13
'23
'33
44
55
Sim. 66
* f  V
el
e2
e3
r23
^31
/
Y12 
» r
(2.9)
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0 oaterial oom eeta oarecterística de tríplice simetria é 
dito ortotrópico. As direções principais da propriedade do material são 
paralelas às ira ta reacções des três planos ortogonais de siisstrla do mate 
rial. Um material ortotrópioo possui pelo canoa um sistema de ooordena - 
das em oada ponto em que as tensõeo normais provooam apenas» deformações 
normais, e tonsõea oisalhmtes provocam apenas cisalhamento, (neste caso 
apenas na direção de aplicação). Esta o&racterístioa pode ser verificada 
na equação acima. A matriz C possui apenas 9 constantes independentes*
A relação deformação - tensão és
e l S11 S12 S13 S14 S15 S16
(D ro S22 S23 S24 s25 S26
e3 S33 S34 S35 S36
T23 S44 S45 S46
T31 S55 S56
T12 Sim. S66
1
cr2
(73
T23
T31
r12
(2.10)
S. i*á
è1
e2
e3
Y23
m
Y31
ri2t *
11
Para materiais, ortotrepioos, temias:
12
22
13
523
33
44
55
Sim.
0
0
0
0
0
S66
'cr 'i 1
cr2
cr3
X
23
T31
O
T
12
(2.11)
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2.2.2 - COHSTAUTBS SE ENOEHHABIA PARA MATERIAIS ORTOTRÓPICOS.
As o«nstant»B de engenharia eu oenstante» técnicas sã* 
oenstantes que representam as prepriedades elásticas de oaterial 9 
pessuea interpretaçae física ebvia e pedea ser aais facilmente ebtidas 
ezperiaantalaente que as relatlvaasnte abstratas constantes das aatrizes 
de rigidez eu flexibilidade de naterial. Estas oenstantes de engenharia 
aã*tmódulos idLeTeung generalizadas, oeefioientes de Peissen e medules 
de elasticidade transversal.
Para ua material ertotrepioe a na triz de flexibilidade de 
aaterial em temes das oenstantes de engenharia és
1
T .
”*21 _y31 0 0 0
”V12 1 ”y32 0 0 0
-V13
T .
-V23 1
® T
0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
°ã
0
0 0 0 0 0 W  '
12
(2. 12)
ondat E^, E^» E^ são os módulos de Young nas direções 1, 2, e 3)
v, , s • Ve. pária cr. - ar e tensões zere nas «utras direoeesj
ij j  i 1
02 v, 031, 0 ^ 2 ■ módulos de elasticidade transversal
nos, planos 2-3, 3-1, 1-2 respectiva 
mente.
Deve-se leabrar que ® ji» e que existen apenas 9
oenstantes independentes*
A aã triz de rigidez para um material ertetrópio* em 
teimes das oenstantes de engenharia e ebtida pela inversa* da matriz de 
flexibilidade 3^ *  Os termes nãe nulos de sãei
16
A - 1 “ *12*21 *23*32 “ V3iyi3 *21*32*13
natanda-«» quas
E1E2E3
E,
!á±
E,
(2.14)
(2.15)
i, j > 1, 2 f 3* devid* a siastrla da na triz de flexibilidade 3 •
2.2.3 - HBLAÇ0E3 TEJTSlO-DEíDRKAÇÃO PAHA ESTADO PLAHO DE TENSXo/DEPDBKÀ 
Çlo m MATERIAL OHTOTBÓPICO.
Para uaa lâsina n* plan* 1-2 Figura 2.2, iui estad* plan# d» tenaãea a 
definida oensiderand* na equaçã# (2.11), a relaçãa defeimaçãe-tenaã# pa 
ra oateriais ortotrópicosj
a  3  = 0; T  = 0  *23 u ’ T = 0  31
Fig. 2.2. Lâmina reforçada
unidimensionalmente por
fibras
Ist» icplica ea
S13al + S23°2
Y31 "°
Y23
logo, (2.1l)reduz-30 at
.  «
ei
e„ c2
Y12
S11 S12 0
S12 S22 0
0 66
f  » 
<T
1
a i
2
T
A 12
(2 .16)
Utilizando as relações (2.13),(2.14)»(2.15)e invertando-se a (2.l6)o‘btéa 
sa a relação deformação—tensãot
al \ l V 0 ’’el
°2 - S.2 Q22 0 ®2
T12 0 0 Q3: T12
(2.17)
onde cão os teraos da matriz reduzida de rigidez. Ea termos das o ona 
tantes do engenharia, os -valores de sãos
18
A  partir de egera utilizar-se-« es subsorltes 1, 2, 3 no 
lugar de 1, 2, 6 para definir • estado plane de tenaãe.
2.2*4 - BELÀÇXo TENSÃO DEFOHMAÇXO CCSi ROTAÇÍO SE SISTEMA DE COORDENADAS*
Ha secção anterior as relações tensão deformação foram de 
finidaa nas direções principais de prepriedades de material para um mata 
terial ortetrõpice* Es geral, porém, as direções prinoipais de preprie­
dades do material nãe oeincides oom as direções prinoipais da geometria 
da peça sais naturais na solução de ua problema* Frequente «ente então se 
terá necessidade de ebter as relações tenaão-deformação em direções quais 
quer« |llj
Erpriminde-se a matriz Tr de transformação da rotação do 
sisteoa x-y-a para o sistema principal de propriedade do material 1-2-3, 
determinado pelo angulo 6j cenforne a Figura 2*3» obtém-se s
Tr
0080
sen©
-sen0
CO80
(2.19)
Note-se que não há alteração na direção normal,
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sistema x-y para sistema principal 1-2
To b-sq entao *
cr T x  xy
* ' 0080 sen0 '°1  T12 '
/ «cos© -_-sen0
t a  xy y -sen0 cos©
*
T12 °!2k
sen0 cos©
■ 4
(2,20)
ou:
x * 1cr e Tr cr Tr
Efotojuido as oparaçcoQ indicadas na segunda pcxto da equação (2«20), «
x 1exprimindo ea torsos & © en colunes tesos:
; - ■
crx
cry
T
X y .
2q oos 0
2sen 0
2sen 0
2cos 0
sen9cos0 -sen0cos0
-2sen0cos0
2sen0cos0
2 2 (cos 0-sen 0)
» « 
cr.
1
cr.
2
T
12
, *
(2,21)
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•ut
a
X
f >
cr
y
-  T “ 1
m»
* 2
T
3ty.
T
1 2
D a  ■e««a for*a,
e
X ei
ey - T“ 1A» e2
Y
- ? 4
T12
“S~
A equaçã* (2.23) P©cL® s«r *odifioada o** • uso da «atriz
R - 1 0 
0 2
resultando*
(2,22)
(2.23)
(2.24)
21
e.,
R (2 .2 5 )
12 ^12 
“2~
e
• R (2.26)
xy
Substituindo^** equações (2 *2 2 ), (2 *23)r (2 .25)* (2 .26 ) na equaçae 
(2,17 ) resulta«
»  ^cr
X
* » 
*1
» V
e
X
cry .  T-1mm °2 « T^QRTR”1 ey
Txy,V >
T
12
T
x y
»
Se for feitot
(2 .2 7 )
Q - T"1QRTR’"1
./
22
16M II
f *
cr
X ex A i «13 ' 6X
cry - 5 ey s *12 522 *23 ey
T*yv #
Y*yj > 3 % 3 «33 Y*y
•odes
-  Q^cos^© + 2(^2 + 2Q^2)sen20oos20 + QggSen e^
^12 * + ^22 ” AQ^^Íson^oos^ + (sen^ô + oos40)
^22 “ ^ixB0n^® + 2(^12 + 2Q33)sen2®ooa2e + QggCos^G
^L3 " ^S .1 “ S .2 " 2Q^)sen oos3e + (^i2 " 2^2 +. 2*^ 33 )sen3eoosô
*23 - (Q-q “ ^ 2  “ 2^33)sen^®COB® + (0^2 “ ^22 + 2Q.^)senecos3e
*33 - (Q^ + 0g2 ** 20 2^ - 2Q^^)sen26oo82e + Q^(sen^© + coa^ô)
(2*29)
N«ta-«e que a «atriz de rigidez transformada e oh«ia 
o o«» se fera de um material anisetrépioe, Claro que existem apenas as 
quatre constantes independentes alem de 6«
b2.3 - COMPORTAMENTO MACROMSCÂIÍICO DE UM LA1GHADO.
As várias oembinações d* orientações, espessuras, b« te ri­
ais. etc, de oada lâmina fazem ooa que o comportamento da laminado pes - 
sua características diferentes da lâmlpa simples. A dedução das equa - 
ções que descrevem • comportamento de laminado, a partir das conhecidas 
paras as simples, são descritas a seguir para estruturas de pla­
cas delgadas, também inoluida a resposta térmica do laminado.
2.3.1 - TEORIA ClisSICA DE LÀMETAçXo (CLT) PARA PLACAS SE PAREDES DELQÀ- 
DAS.
Inicialmente é adotada uma coleção de pressupostos para e 
laminado» que fornam as hipóteses de Zirohhoff para plaoas e Kirohhoff - 
Leve para oasoas. Estas hipóteses gerais a plaoas e oasoas, juntas a 
outras próprias a materiais coapoetos laminados são os seguintest
- o laminado e suposto consistir de lâminas perfeitamente coladàãlisto 
é, sem deslisanento ou descolamento)
- a cola é suposta ser infinltesimalmente fina e não defon&avel taaíea 
por oisalhamento) isto significa que os deslooamentos são contínuos ^  
través das lâminas;
- o laminado e delgado (placa ou casca de paredes delgadas), e oonsiden 
se que tuia linha originalmente reta e perpendicular â superfície que de­
fine a geometria da estrutura permaneça reta e perpendicular a esta su 
perfície quando o laminado for estendido e flexionado. Como oonsequência 
Txz - Y y Z - 0 onde os eixos x-y-s estão oomo na Figura 2*4f
23
24
- as noraais são presumidas ter comprimentos oonstantee,
indeformada-' ,deformada
F ig .2 .4  Geometria da deformaçao no plano xz
Cem as hipóteses aoina em vista, podem ser reduzidas as 
relações mostradas a seguir entre u, v, m , uq, v^, oem a ajuda da Figura
2.4 0 subscrita "o" indica desleoamente segunde es três eixos de um pon 
to na superfície de referência) u, v, w são deslocamentos em pontos quais 
quer de laminado« 0"deslocamento do ponto C do laminado na direção x, 
será dado por*
(2.30)
u - u - z bc o o
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«ode b é t inclinação da superfície média na direção x. Assim
b - — 
3X
(2.31)
• u - u - z 22 (2.32)
° 0x
í>a mesma forma,
v - zo
dw
®y (2.33)
w(x,y) (2.34)
SÓ a partir daqui se faz restrições para tratar apenas de 
casos de pequenas deformações e rotações (elasticidade linear) e de land 
nado em forma de placa. As hipóteses de Kirchhoff já haviam restringido 
o laminado como sendo de paredes finas»
As relações deformação-deslocamento para pequenas deforma
ções sãos
26
e -z
8U
9X
e av
*y
£U 0V
3y
(3.35)
Substituindo-se as equações (2*32) a (2.34) em (2.35)
obtém-set
23u d woe_ -—- - z ---x
2dv d^troe ■> —  — z —— 
7 **
29u dv d u
Y ' - —2 + —2 _ 2z — 2 
By >z 3l8y
(2.36)
Fazendo *
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o
ex
*
Ü 2
ÖX
«
oA ÔVOO
y m ay
r”
" ■ 4 
° ÖUO
d7
+
3VO
3x
*
- e
(2.37)
como deformações na superfíoie media, et
a2w
dx
&
3y (2.38)
xy
*2 d V
9x9y
oomo curvaturas da superfície média, a equação (2.36) toma-se s
Pode-se ar esgoir estabelecer as equações de forças e 
momentos resultantes no laminado* Substituindo a equação da variação da 
deformação através da espessura em um laminado, equação (2*39) na rela =• 
ção tensão-defoimação equação (2*29)» as tensões na k-esima lamina podem 
ser expressas comoj
Note-ee que os valores de e° e K são oonstantes, in­
dependentes das lâminas, porem cada lâmina possuindo suas propriedades e, 
lástioas próprias f de aoordo oom a cota z de sua euperfíoie
de referência do laminado, desenvolverá tensões próprias diferentes 
das demais lâminas*
As foiças e momentos resultantes no laminado oomo de res­
to em placas em geral, são obtidas pela integração das tensÕes em oada 
lâmina, e as lâminas entre si através da espessura do laminado* Por exem 
pio tem-ees
Kr, Ky, Mi sao forças e nomento por unidade de comprimento ao longo da 
aresta do elemento infinitesinal de plaoa paralelo aos eixos x e y. As 
orientações positivas das forças e momentos são representados na Figura 
2.5, e H 6 a espessura total do laminado« Considera-se a geometria do 
laminado a mostrada na Figura 2.6, onde é a cota da faoe superior
da lâmina k, e N é o número de lâminas. A contribuição de uma lâmina k 
para as tensões resultantes e momentos na plaoa é dado por*
Fig. 2*5 , Forças e m o m e n t o s  n u m  laminado plano.
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oN ta
1 superfície 
mediatéd  J
1r i
áta JP
—^ TrxVnayo da lamina 
Figura 2*6 - Geometria de um laminado.
w
eto..., e
V
V. 1
or^ zdz x I x
As equações tomam-se entaos
uX
*
ax
k ► \ oX
N
y ■
H ‘ 
■ f °y dz
cs
n
z
k=l
/ '
of
y
J - *
2 '*k-l
V2y► ^
r
. V
dz
(2.43)
(2.44)
32
M
M*y
k r ' kH ar a
2
X r \ XN /
CT zdz - 1 / a zda
H y k-1 / y
2 T /zk-l xxy *y
Substituindo os vetores oK da equação (2.40) nas equações 
(2.45) resultam:
UX £
Ny
N
* X
k«*l ^ 2 ^ 3
11xyk % ^ 3 ^ 3
’ MX
My
N 
- £k-1 £ ^ 3
M*y> * ^ 3 , 
<qL
N 
--
--
--
--
--
--
-
V t
0  1eX
* < 
* x
f 1
/
0ey + Ey ► zdz
V i
k
r° ler*x y y 4
* * ( O 1eX
f \  
KX
1
< O !>, 
O 
. z  + sy
2z :dz>
✓ k
r°x yV, 1 i * *
(2.45)
(2.44) e
(2.46)
(2.47)
Nota-se que e^ e Ic nao 3ao funçao de zf logo, realizaindo—se as 
integrações e os somatorios tem—se:
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*x' iA12 A13 S11 B12 *13
Ny A12 *22 *23 B12 B22 B23 •î
N*y M *13 *23 A33 B13 *23 S33 r°xy
M
X B11 *12 BX3 B11 B12 E13
E
x
My *12 B22 B23 D12 B22 D23 Ey
M»y S13 B23 S33 B13 D23 D33
r » 4
onde:
ou:
Aij
Bu
k«l
H
D.ià
\ u  < W <  - V x )
\  L  < V ^  - i a >
Aij
S 
■ Ik-1
H
sid • £k*l
H 2
- 1k»l + ^ )12
onde t^ representa a espessura da lamina k e a distancia do
da k-ésima oamada em relação à superficie média.
(2.48)
(2.49)
(2.50)
centroide
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As equações (2*41) podem ser reduzidas a:
'n ÍA 5M
M *■»
r 0e
m*
Oe
m - c
M I  5 E g
1 t * M ^ ~ )
(2.51)
A  matriz A é chamada matriz de rigidez extensional, B e 
matriz de rigidez de acompanhamento entre flexão e extensão e 3) a ma- 
triz de rigidea de flexão* As matrizes A , B e C Bao simétricas. Caso 0
m* —  00
laminado seja simétrico em relação à superfície média nao existe acopla 
mento entre a extensão e a flexão e 6 » 0 •
m  m»
m  m*
2. 3. 2. TENSÕES TÉRMICAS.
As relações tensão-defoxmações termoelástioas ée um ele 
mento infiniterimal em forma indiciai são:
ei- sij + A T i»3 - 1»6 (2.52 )
Invertendo-se tem-se:
cri iá ' 3( e  -  a ± T )  i , j  -  1 ,6 (2.53)
onde e. e a deformação total, soma da deformação mecanioa S. . cr. com a x XJ J
deformação térmica oc^ Tj a  é o coeficiente de expansão térmica, T a dife­
rença de temperatura. Note-se que C ^  ocT na equação (2*53) so é tensão 
térmica caso a deformação totaj. do corpo no ponto, e^ seja nula, isto é, 
restrição total*
Para o oaso particular da lâmina ortotrópica,no sistema 
principal de coordenadas , as tensões mecânicas são, de aoordo com a re­
lação (2.10)
0L1
Cf— a»2
T12
5.1 ^ 2  0
5 . 2  ^ 2 2  0
Q33
6 1 - ° i T
e2 “a2T
T12"°
(2.54)
Tomando a k-e8ima Lamina de um laminado e transformando as coordenadas 
da equação (2.54) para um sistema x-y-z orientado segundo um ângula G 
conforme a secção 2.2.4 tem—se:
crX k
t * 
•x - V
cr - 3k e - ct T7 - «P y y
T Y -  at T
D
xy xy
1
(2.55)
Nota-se na equação (2*54) que a diferença de temperatura 
afeta apenas a expansão térmica extensional, 0 valor T refere-se geral­
mente, em laminados, à diferença entre a temperatura de trabalho no pqn 
to e a temperatura de cura da cola no momento da construção do laminado.
A obtenção de 0^  , a  , , a partir de valores de , 
e 0Çp é feita como segues
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■ 'ez • 'V
• e i * H eoy 2
T*y
2
Y
12
(2.56)
orràp o superescrito T indica térmico, T o H são matrizes de transformaçaó 
já definidas nas equações (2.21) e (2.24).
tf
T12
°2 T (2.57)
T.* i ez
f \ a  z
/ \
«L
ey m ay T -  RT*1R” 1 °í>
V► <
ocxy >
0» i
T (2.58)
da segunda parte da equação (2*58) tem-se*
* « oc z ' V
ay • s r Y 1
oczy 0 • «> .
(2.59)
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R T“1 R-1-
COS 0 2sen 0
2 2 sen 0 oos 0
-2oos0sen0 '
2sen0cos0
2sen0cos0 -2sen0oos0 oos 0 - sen 0 
Então, de (2*60) o (2*59)
(2.60)
o?-
* \ ax
ot Mfy
a
3 t y .
2 2oCjCOB 0 + o^sen 0
2 2GCjSen 0 + o^oos 0
2sen0cos0 (<X^  - cç,)
(2.61)
A  Eq.. (2.6l) 6 a relação entre os coeficientes de dilatação termioa 
nas direções principais 1-2-3 e direção x-y-z*
Uma vez obtido a partir de - o^, pode-se integrar a equação (2.48) 
ao longo da espessura do laminado oomo na secção 2.3*1.
’ N
X
oe
X V NX
Ny - â0*
oey + 5 *** k~y - Ny
-------/ r°*3 E N
5*
(2.62)
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Mz
O 
H®
*
*1 H
*
My - B0*0
Oey + DM0*0 Ey - My
*y Y°*y ^ / . V Mxy
(2.63)
Onde A. ., B. .',D. .são definidas na equação (2*49) ® aB forças e momentos ij 13 *0
térmicos sao t 
T
N
j 1
az S X
í  2
N « ^ ay y
y - 5
2n axy *y
(2.64)
M
Mjy
T
*y
T*Vkz dz
(2.65)
N /
Como Qk » oc1 são constantes, e tomando e zk como os valores no pon-
a # r*
to médio da lâmina,para diferença de temperatura e cota respectivamente, 
tem-se:
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T
N
N
N
N
$k akiw m*“T  k-1 ~ (2.66)
M
M
M
Nr ?k k J c  k . k. L Q a T  z tk-1 ~ ~x (2.67)
*y
V * *onde t e a espessura da lamina k.
As equações (2.60) e (2.57) podem ser respectivamente para*
fu 1z
r t iN + N x  z
uy
TN + Ny y
15zy
TN + N xy xy
SEz
TN + M X z
My
TM ♦ My y
TU + xy xy
r oe
(2.68)
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onda S. e H são forças e momentos fictícios*
Sendo A T a variação de temperatura ao longo da espessura 
H do laminado Tm a temperatura média) a tempera tuia T^ na superfíoie mé­
dia da K-ésima lâmina localizada pela cota é dada por«
Tk =
AT z k
H
+ Tm (2.69)
4i
CAPÍTULO 3 - FORMULAÇÃO DS ELEMENTOS FINITOS PARA MATERIAL ISOTRÓPICO.
3.1. INTRODUÇÃO
Neste capítulo são mostrados os requisitos desejáveis de um 
elemento que guiaram a oonsequente escolha do elemento entre os já dis - 
poníveis na literatura. É  subsequentemente detalhada a formulação dele 
conforme foi publicada e testada, isto e, aplicada a cascas delgadas _i 
sotrópicas. Este capítulo fornece entao, junto com o Capítulo 2, subsí - 
dios a que no Capítulo 4 se desenvolva uma formulação adequada ao trata­
mento de cascas delgadas de material laminado reforçado por fibras.
3.2 - ASPECTOS DOS FUNDAMENTOS DE ELEMENTOS FINITOS.
Na forma mais geral e teórica sao quatro as forraulaçoes dijs 
poníveis da solução de problemas por elementos finitos:
1. Formulação direta ou física - faz uso do oonjunto de e_ 
quações físicas (termo-mecânicas, elásticas, etc) do siste­
ma considerado. Usada apenas no início dos estudos de ele - 
mentos finitos, não mais tem valor prático;
2. Formulação variacional |13| - baseado no cálculo varicio 
nal, e utilizada minimizando ou tornando estacionário um
dado funcional ou sistema de funcionais. Na exigência de um 
funcional para o fenômeno reside a principal limitação da 
formulação variacional; .
3. Métodos dos resíduos ponderados ou de Galerkin - é a for 
mulação mais versátil entre as disponíveis pois permite que
fenômenos que não sejam governados por um princí_ 
pio variacional possam ser analizados por esse 
método através das equações diferenciais que re 
gem o problema;
4. Formulação do balanço energetico - tambem não requer prin 
cípios variacionais já estabelecidos. Baseia-se no sistema de 
equações obtido do balanço energético e/ou mecânico do sistema.
Os problemas de mecânica de sólidos admitem enfoque variacio 
nal, pois existem funcionais já estabelecidos. ITessa formulação quatro mo 
delos podem ser empregados dependendo do princípio variacional usado:
a) método do deslocamento, que será o método utilizado, é d_e 
rivado do princípio da energia potencial total mínima5
b) modelo de equilíbrio, baseado no princípio da energia co_m 
plementar total mínimaj
c) modelos híbridos, são ramificações dos princípios de ene_r 
gia potencial e complementar mínimas je ainda de pouca utilizaçao;
d) modelos mixtos, derivados de princípios variacionais ge 
neralizados tais como o de Ifeissner. Como os dois primeiros, os modelos 
mixtos são bastantes utilizados.
0 método do deslocamento tende a convergir melhor para os de£ 
locamentos que para deformações e tensões uma vez que as funções interpola 
doras se aplicam diretamente aos deslocamentos. 0 modelo do equilíbrio pqs 
sui melhor desempenho para cálculo de tensões, por motivo semelhante. Os 
modelos híbridos ainda não estão implementados de modo suficientemente viá 
vel; os modelos mixtos são acurados para ambos os cálculos, deslocamentos 
e tensão. Entre estes modelos o que possui formulação e implementação compu 
tacional mais simples é o dos deslocamentos. Uma das razoes é a grande qua 
tidade de estudos e elementos disponíveis, sendo ele dos primeiros modelos
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desenvolvidos na origem dos elementos finitos.
3.2.1 EXPRESSÕES BÁSICAS DO MÉTODO DE DESLOCAMENTOS
Esta formulação é "baseada no princípio da energia potencial 
total minimal13I* Dada a energia potencial total IIp, o princípio da ener 
gia potenoial total mínima requer quet
e, para materiais elastico-lineares, em forma matricial,
m p = /^®*£®*dV - /(áe*cê + £u*S) dV - 4u*PdS (3.2)
v0 Jx Js,
onde :
%  - domínio.
S - contorno.
e, e - Tfctor de deformações específicas, e deformações residu 
ais.
Q~ - matriz de rigidez do material.
V, S - volume e superfície.
P - vetor de forças no contorno S em direções compatíveis 
a u.
u - vetor de deslocamentos.
"b - forças de corpo.
17a equação (3.2) o segundo termo é a variaçao da energia de
deformação; o terceiro é a soma dás variações da energia de deformação resi^ 
dual e da energia potencial devida a aç.So das forças de corpoj o último teor 
mo representa a variação da energia potencial devida às forças de con
torno.
Considera-se então o corpo elástico subdividido num conjunto 
de elementos àe dimensões finitesimais.
A hipótese básica desta formulação é a de que os deslocamentos 
de quaisquer pontos de um elemento podem ser aproximadamente representados 
por funções em termos de incógnitas, as funções de interpolação. Estas fun 
ções podem variar de elemanto a elemento. 0 e-esimo elemento requer:
u = f (a ) (3.3)
~ 0 J
onde f é um conjunto de funções de interpolação dos parametros a determi 
nar a.. Na forma matricial j
u = Ea (3.4)
M  ,
onde S é uma matriz função das coordenadas locais, e
a — (®^ * * * * ^i^
ê um vetor contendo os parâmetros a determinar do elemento e.
Pode-se escrever a equação (3.4) para cada nó do elemento e:
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As equações (3.5) podem ser reunidas na expressão matriciais
U6
f * ► \
~1 5i
~2
• S •
• •
u E~n ~n
. 4 /
a = Ga (3.6)
onde if é o vetor deslocamento nodal contendo todos os componentes de de_s 
locamento de cada ponto nodal do elemento e.
Se as funções são escolhidas de tal forma que evite a sin 
gularidade de G! no dominio do elemento, tem-se:
(3.7)
que levada à equação (3.4) resulta!
u = Sa = 3G V 3 (3.8)
(3.9)
onde LI = EG-1 (3.10)
Note-se que nas formulaçòés usuais parte-se diretamente da
equação (3-9) era v®2 (3*4)j onde K é a matriz de funções de interpolação
«* s *e e usado o vetor U de deslocamentos nodais como incógnitas a serem de+ej:
minadas em vez dos parâmetros a .
Utilizando as relaçõ,es deformação-deslocamentos obtidas a par 
tir da teoria da elasticidade linear |19.I e a equação (3.9)» obtém-se as e^ c 
pressões para as deformações:
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e « BU.e (3.11)
Substituindo as equações (3.9) 6 (3.10) em (3.2) obtem-se para
o elemento e s
é n ®  = /(ÍUe )*(B*CB)UedV - |(6Ue )\lPdS
- M i  Ue )*BCê + (6Ue )*Mb|dV = 0 (3 .12)
onde-s sf - domínio e contorno do elemento.
2T - matriz de funções de interpolação.
B - matriz de correlacionamento entre deformação e0*0
0deslocamentos nodais U .
posxçao,
Uma vez que os deslocamentos Ue e {U0 são independentes da
í n ep = (sü)j
Se for definido:
(llfCBdV)Uw - /(B*Cê-+ K*J)dV -/iTPdS >= 0 (3.13)
6 
*o
Ke = /B*CBdV , e (3.14)
*  _F = /(B Cê + Mb)dV + 111 PdS (3.15)
obtem-se :
6 H e = (Süe)*(Keue - P ) . - 0T) ~0 * 'm m0 ** (3 .16)
47
Q  Q  ^onde K e P sao respectivamente a matriz de rigidez do elemento e o vetor 
de forças nodais equivalentes. Gomo os 6U0 são arbitrarios, de (3.16) ob 
tém-se:
f f  = f  (3-17)
Estas são as equações de equilíbrio looais do elemento e. 
Efetuando-sé a superposição |.13|das equações de equilíbrio lo 
cais são obtidas as equações globais do modelo;
Kü sr P (3.21)
onde K é a matriz de rigidez global, U é o vetor contendo os componentes 
de deslocamento para todos os nós e todos os graus de liberdade considera 
dos, e P é o vetor força nodal global.
3.3 REQUISITOS DESEJÁVEIS A UM ELEMSHTO E SELEÇÃO DOS EL3MEHT0S USADOS.
De forma geral é requerido l3l que os elementos finitos para 
cascas delgadas:
1) Possuam baixo custo (tempo de computação), maior simplicidade 
na implementação do programa e no uso, e seja de utilização 
geral na análiss de cascas delgadas;
2) Forneçam soluções acuradas na modelagem de geometria qualquer, 
(de casca delgada), e sob todos os tipos de condições de con 
t o m o  e carregamento;
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3) Na o contenham nenhum modo de deformação cora energia zero espú 
ria, de tal forma que resultados confiáveis possam sempre ser 
esperadosj
4 ) Hão contenham "fatores numéricos artificiais" em sua formula 
ção.
Evidentemente várias das qualidades requeridas são conflitan 
tes. Na escolha da formulação mais adequada entfe as existentes disponiveis 
na literatura, e passíveis de serem modificadas para o uso em materiais 
compostos, deve-se considerar os seguintes aspectos que permitem delinear 
melhor o perfil do elemento desejado:
a) Atualmente e disponível pouca publicação relativa a cascas la 
minadas, assim como a seu tratamento atravéa do método do elemento finito, 
uma vez que o desenvolvimento teórico desse tipo de material estrutural é 
relativamente recente.
b) Considerando a casca composta por sucessivas lâminas sobrepos 
tas, é desejável que o programa admita construções em que se varie de rsgi 
ão a região da casca o numero de lâminas, suas espessuras, e admitindo de_s 
de cascas de espessura suavemente variáveis, ate espessuras que variem 
bruscamente ( onde a distribuição de tensões locais sofreria perturbações 
detectáveis apenas em média pela presente análise);
c) 3e implementará apenas um tipo de elemento, de forma que o ti 
po escolhido deve ser capaz de delinear bem os contornos geométricos do mo 
de lo,
Estes três tipos de considerações levam a que se procure ãle 
mentos que sejam: planos; de funções de baixo grau; triangulares.
— 0 ser plano refere-se a atender a considerações de simplici 
dade, nao so na formulaçao, como também na implementação do programa.
- 0 ser de baixo grau deve-se às considerações b) acima, p_o 
is as variações geométricas de contorno e de espessuras das lâminas ao lori 
go da superfície devem ser acompanhadas pelo aumento do número de elementos 
tomando então desnecessário ( e até mesmo indesejável) o aumento do grau 
dos polinómios para a obtenção da mesma exatidão <fes soluções desejadasj
- 0 elemento triangular cumpre com vantagem o requerimento c) 
acima, de definiçãocb contornos.
Observadas as formulações publicadas nos últimos 3 anos esco 
lheu-se para comportamento de flexão o elemento denominado DKT - DISCRETE- 
KIRCHÏÏ0FF-TH30RY TRIANOÜLAR ELEEEHT |2 | - deduzido a'partir de polinómios 
de 2C grau utilizando 6 nós,e modificado para 3 nós através da inclusão da 
teoria àe Kiróhhoff discretizada. Para a rigidez de membrana e usado o ele 
mento CST - COîTSTAM1 STRAIÎT TRIANQLE|l3| em sua formulação convencional.
A escolha do elemento DKT deve-se, além das razões já espostas 
a seu bom desempenho na análise não linear para materiais isotrópicos.
3.4 POHMULAÇlO DA MATRIZ DE RIJIDSZ DO ELEMSETO DKT.
0 desenvolvimento mostrado a seguir é baseado no trabalho rea 
lizado por Batoz, Bathe e Ho|2|.
Para uma placa fina a3 deformações cisalhantes transversais e, 
consequentemente, a energia àe deformaçao cisa-Jhants, é desprezível se com 
parada à energia de flexão. A matriz de rigidez do elemento DKT para placas 
delgadas é baseada então na expressão:
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onde A é a superfície média do elemento, D é a matriz elástica de rigidez 
à flexão ào material, dada pelas equações (2.49) ou (2.50)} U  e são as 
energias de deformação e energia de deformação de flexão respectivamente} 
íc é o vetor de curvatura dado pela equação (2.31) para a teoria de Kirch 
hoff de placas. A teoria de placas com a inclusão . da deformação cisalhan 
te transversal é obtida usando as seguintes generalizações daB hipóteses 
de Kirchhoff devido a Reissner e Kindlinj"seguimentos de reta da placa ori 
ginalmente na normal à superfície média indeformada permanecera retas mas 
não necessariamente normais à superfície média deformada". Com esta conside 
ração, as componentes de dêslocamento de um ponto de coordenadas (x,y,z) 
na teoria linear de flexão toma-se, em lugar das equações (2.3 2) a (2.34)» 
o seguinte s
=  z b x ( x , y )
= zby (x,y) 
= w(x,y)
(3.23)
onde os b's são rotações da normal à superfície média indeformada, confor 
me a Figura 3.1.
a , w
Nova 
Normal z ,w
Fia. 3.1. Direções posiítivas b^e b
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1. Das relações deformação-deslocaraento (2.35) aplioadas a
(3.23) obtém-se:
e^ <= zk (3.24)
onde e^ são os componentes de flexão na deformação, e:
y ,y  
Ib ^ bx,y + y,x
(3.25)
Sao então definidas as funções de interpolação quadráticas
b e b sobre o elemento, tal que: x y > *
b = - l N.b . x  . , i n  x=l
j b «= I JT.b .
y Í=1 1 **
(3 .26)
onde: b^ .^  e b  ^sao os valores nodais nos vertices e nos meios dos lados, 
(figura 3.2), e ^(i^jL^) sao funções de interpolação dadas em termos de 
coordenadas naturais [l3|:
= 2(1-1*2 - L3)(J
= L2(2L2 - 1)
1)
-  I o  -
= L3(2L3
1 3 ) ir4 = 4(l2l3 )
ií5 . 4l3(i - l2
U6 = 4L2(1 - L2
l 3 )
V
(3 .2 7)
e L^, L2, e L3 sao as coordenadas naturais. Os pontos de 1 a 6 e suas coor 
denadas naturais são çjostrados na Figura 3.2.
2. As hipóteses de Kirchhoff são então impostas:
a) Nos nós 1,2, e 3 da Figura 3.3:
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b o w
b = wy »y
(3 . 28)
b) Uos nós intermediários 4» 5» e 6i
\ , k  + W ,sk “ 0 p/ k = 4, 5, 6 (3.29)
onde ' s' indica direção tangencial ao contorno, (anti-horário).
3. A variação de w ao longo do contorno é cúbica:
3 1 . 3  1w , = - rn—  w. - x w . + ----  w . ---w,sk 2177 i  4 , s i  91 j „ ,so (3.30)21. . 4
onde k representa o no central do lado ij, 1.. e o comprimento do laâoj•^3
( 0 , 0 , 1 )
onda P.=
para os pontos i * 1,6
Fig. 3.2- Coordenadas naturais dos 6 pontos»
4* A variaçao de b^ ao longo do contorno e linear:
bnk - ; (\ i  + V  <3 '31>
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onde aos nós k = 4, 5» 6 correspondem os lados 2-3, 3-1, 1-2.
Note-se que as oonsiderações acima e o desenvolvimento das equações 
(3 .28) a (3.31) permitirão que se interpole e trabalhe não com b e b nos
v
Pode-se obter b e b em termos dos graus de liberdade nodais U» de x y ~x
flexão í
(3.32)
com o auxilio das seguintes relações para cada lados
IL ( » W2 * 0x2 * 6y2 » w3 ’ ôx3 : ' ®y3 >>
Aos lados ij= 23,31,12.correspondem os 
nos k= 4,5,6 respectivamente-.-
1 i r (xij2+ y,,2)2 .1/2
xi f  xr-
> y  y i
T ij= CÍ.Íy)
CK = C O S  ï y -  - / y A y
s - = sen y • X../L--K- Yij 13 13
ye ' ÿ V V2
Fig. 3.3.  Geometria do elemento D.K.T.
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* ^
b c -s b
X n
b s c byj * aJ
(  y *
\ f  *
w c s e
> s -
X
w s -c 6
, ,nj t yj
(3*33)
(3.34)
onde c e s designam seno e coseno conforms Figura (3.3).
Usando as equações (3.27) até (3.3l) obtem-se para b e b :x y
(3.35)
onde e sao vetores com 9 componentes de novas funções de interpola 
ção. As componentes são:
Hz l  -  1 ,5 C ^ 6 -  a5l-5 )
5*2 ’V W «
e*3 - ÍT1 - (o5H5 * ° «V
Hx4 -.l,5(a4H4 - a6ir6) (3.36a)
Cont*
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H c « + b.H.x5 6 6 4 4
Hi 6 " N2 ” °6 N6 “ °4N4
Hi7 « l»5(a5N5 - a4N4)
Hx 8  "  V * 4  +  ° 5 IT5
Hx 9 " N3 " C4ÏÏ4 - °5N5 (3,36a)
V  ' ^ 5 ( ^ 6  - d5V
H « - - N- + e cN c + e^Ns y2 1 5 5 6 6
Hy 3  ■  -  Hx 2
Hy4 . l,5(d4N4 - d6N6)
H c “ — K_ + e^N/r + ©>1^ ,4 y5 2 6 6 4 4
V  -  -  H i 5
Hy7 - - W
Hy8 - - H3 + e4H4 + e5H5
Hy9 - - Hi8 (3.36b)
e  ta m b é m :
°k ■ •-xl / 1?3
, 1 2  1 2  w - 2
° k  “  ( 4  i ô  '  2 7±j i Ô ( 3 * 3 7 )
Cont.
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* ic m ~
,1 2 1 2  w.2 
6 k  “  ^"y i j  "  g i á <3.37)
onde k - 4,5>6 para os lados ij - 23, 31, 12 respectivamente.
Substituindo (3*35) o® (3*25), isto é, derivando (3.36 a e b) 
conforme (3.25) obtém—se:
)ç - BfUf (3.38)
onde B. é dado por:
B  ( L  , L  )  -  i  
~f 2 3 2A
y3l3x,L2 + y125x,L3
- x,„H3l~y,l2 " *l2?y,L3
- x „ H3l5x,L2 " Z125x ,L3 + y3l5y,L2 ~^y125y,L
(3.39)
onde A é a área da superfície média do elemento.
As derivadas de H e H constantes na equação (3*39) são expli_ 
citadas no Apêndice A«
A matriz de rigidez do elemento D K T  para flexão toma-se: |l3|
(3.40)
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3.5* FOHMTJLAÇXO DO ELEMENTO C.S.T. PARA RIGIDEZ BE MEMBRANA
Foi seguida a formulaçao do elemento C.S.T# conforme e encontrado na li­
teratura 11 4 |. Especificamente usou-se a sequência mostrada por Ferrante
1131 •
Pode-ee partir da equaçaox
u -
* % 
ü
■ A U *  XeqmQ
* « 
Lj 0 L2 0 L^ 0
V
4
mm 0 h x 0 L2 0 L3
► é
"i
vi
"2
V2
(3.41)
ande é a matriz das funções interpoladoras referentes a membrana, u 
e v são os componentes nas. direções x e y locais do vetor deslocamento 
da superfície média; u^f v^, etc* são os deslocamentos em x e y nos 
nós 1, 2, e 3; L^» I ^ e l ^  são as coordenadas de área do ponto sobre o 
elemento» Note-se que é feita uma interpolação linear dos deslocamentos 
de membrana»
Pode-se fazeri
0
i (3.42)
com:
$ - (Lx 0 L2 0 L3)
*
e a eq. (3 *4 1 ) toma-se t
(3.43)
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umu
* < 
u
_ 'i
«
0
u = $ u (3.44)
V» 4 0 i / /
Usando as relações deformaç ao-tensao t
f • 
oe -au
> V  
ôi-i 0X
oe d v
a è0 —y dy ay
o ÒU ÍT (— ,0) + (0,-)
xy ? y  dx  . ô y  dx 1 * *
U~DH
(5.45)
Forém:
ôi «•— ■■ ( - 1 0 —=
^ l3 
0 — ) " r“^y23 o H Ofcx r>x 3x ~àx 2A
9Í _ íLp 0 —£
t  L-j 
0 - i ) 0 -x31 0
Sy 2>y ®y By 2A (3.46)
onde a segunda igualdade nas equações (3.46) deve-se à regra da cadeia a 
plicada à derivação e A significa a área do elemento. Os x ^  e y ^  são 
os definidos na Fig. 5.5*
A eq, (3.45) tomasse*
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p
y23 0 y31 0 y12 0
* < 
*1 
VI
1e - —-
2A
0 ~*23 0 "X31 0 -*32 "2
V2
-*23» y23 ~x31 y31 ”*12 y12
u3
/ 3 .
ondet
(
t
y23 0 y31 0 yl2 0
B n. —
2A
0 _X23 0 "x31 0 “*12
"*23 y23 —x,_31 y31 _X12 y12
4 (3
3.47)
A matriz de rigidez de membrana do elemento e' é entào:
K® « 2A /B*AB dA mq / *«* m
/A
(3.48)
onde B é dado por (5*47) e á é a  matriz de rigidez elástica de exten -
Z
são do material dado por (2*47)*
A equação 5*48 e facilmente integrarei analiticamente porém 
no presente trabalho não se utilizará de sua forma integrada por motivo 
a ser ezplioado no Capítulo 4*
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3.6 KQNTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ MEKBRMA-PLEXXO.
A superposição dos efeitos de membrana e flexão na »atriz de 
rigidez para materiais ortotrópicos é feita como segue.
0 elemento triangular possui tres nós e seis graus de liberda 
de por nó como mostrado na fig. 3*4»
0 comportamento de membrana descrito como é obtido pelo e 
lemento CST na equação 3*43; o comportamento de flexão, descrito pelo e, 
lemento DKT, e obtido pela eq. 3*40«
Com vistas à mudança de coordenadas toma-se necessário intro 
duzir a rigidez rotacional normal Kg no sis tema cartesiano local (Fig. 
3.4), onde
- z
zl
0
&  - 0 K e~ z
0 0
z2
z3
(3.49)
Xm t
; ;K8Z
V3
Fig. 3.4 Componentes da matriz de rigidez — 0 grau de liberdade ©z é introdu 
zido "artificiosamente", com vistas à transformaçao de coordenadas.
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o qua corresponde aos graus de liberdade t
2e
ezl
ez2
z3 (3.50)
0 vetor de gratis do liberdade que corresponde à matriz K oomple. 
ta,.conforme a Figura 3.4 ét
d*. (V V V V V V V ex i'V V etí>V V etí’V e*i,e*2,s*3)
(3 .51)
Com vistas a reduzir a largura de banda da matriz» e facilitar 
o processo de sobreposição poàe-se rearranjar a matriz K de forma a cor. 
responder at
ü* -  ( V V V W V V W  »2 , ex2>9y
(3.52)
Os três termos de rigidez rotacional Kg na equação (3*49) ©
~ z
arbitrariamente estabelecido como (l/lOOOO) da menor componente da diago 
nal da matriz de rigidez à flexão.
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CAPÍTULO 4. FORMULAÇÃO DO ELEMENTO DKT-ML 
4.1. IHTRGDUÇlü
É verifioado que para laminados não simétricos o acoplamen­
to membrana—flexão toma inviável a superposição simples das matrizes de 
rigidez de membrana e flexão para o elemento como é feito em oasoas iso- 
trópioas• A solução apresentada é sobrepor as matrizes. Bg e B^ de funções 
de interpolação de deslocamentos dos elementos de membrana e flexão res- 
pectivamentes obtendo uma única matriz B que é usada para a  geração da 
matriz de rigidez*
Após a solução do sistema linear.' Bao obtidos dos desloca­
mentos nodais as deformações e tensões resultantes nos elementos escolhi­
dos* Opcionalmente o programa permite que se obtenha as tensões e defor­
mações em oada lâmina em oada nó da malha, nos sistemas global, local e 
principal de coordenados*
4*2* FORMULAÇÃO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO DKT-ML.
4.2.1. ESTABELECIMENTO DO FRCQ3LEMA DO ACOPLAMENTO.
A energia de deformação é soma das energias de deformação 
de todos os elementos de volume, dadas pelos produtos da deformação espe­
cífica pela tensão correspondente, levando-se em conta cada componente 
dos tensores tensão e deformação, isto é:
ü . i /(XEP)*(TESS)âT
2 A
onde U e a energia de deformação, (DBF) é o tensor deformação específica
ooo os componentes em forma de vetor, (TENS) e o vetor cujos componen­
tes são as do tensor tensão*
Integrando a equação (4*1) sobre a espessura do landnado
tem-so*
(4.2)
Uf - - /£*MdA
U
(4.3)
onde Um e TJ^. são energia de deformação de membrana e flexão respeotiva— 
menta, e e°, E, H, M são deformações e tensões resultantes de membrana 
e flexão. Se bl relação dada pela equação (2.68)»
/  ' f oi5 A B e
■I
M I 2 k
, t . * *  4
for levada &  (4*2) e (4*3) obtém-set
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Xote-se que paca oaaoas simétrioao em relação à superfície médiç, (classe 
onde ae situam os materiais isótróploos), B » O o  que anúla o 2» temo
m  m»
da equação (4*4) • o 1® terno da equação (4*5)* Caso sejam usadas as fonnu 
lações de elementos finitos para. cdeformações de membrana e flexão, oomo 
o CST e o DET, numa oasoa não simétrica, onde B / 0, se estará desprezan- \ 
do as energias representadas pelos referidos termos das equações (4*4) • 
(4«5).
Usando-se formulações distintas para membrana e flexão, os 
elementos C3T e DEP, respectivamente, na próxima seção obter-se-á a solu­
ção do problema*
4*2*2 QBTENÇÍÓ M  MATRIZ DE RIGIDEZ.
A solução adotada para obter um programa que abordasse 
também os efeitos do acoplamento é a mostrada a seguir*
Considera-se «' as deformações médias de flexão e membra-
f o n a k e e  t
Bfll Bfl2 * • Bfi9
S -  2fHf - Bf21 Bf22 * • Bf29
Bf31 Bf32 * . Bf39
3x9
xl
yi
x2
y2
y3
(4.6)
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Bmll Bml2 • • Bml6
e -B.Ü -~ MBHD . Bm21 Bb 2 2 • • Bm26 V1m*
”2
Bm31 Bh»32 • • Bm36 V2
j
k 43x6 £
*3
v3' - % /
(4.7)
onde B . e B  são obtidas das eguaçõee 3*39 0 3*47***I <4t
Pode-se re arranjar B„ e B numa únioa matriz B oomo na
<v w
forma a eeguiri
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ta*
O i O I c r ,
O o o rH (XI r o
m m m
PQ PQ PQ
o o OO 0 0
O o o rH (NI t o
m MH <4H
PQ PQ PQ
r~. r~-
rH fv j t o
o o o m m m
PQ PQ PQ
\ o vO vO
«—! CvJ t o
e S S o o o
PQ PQ PQ
LO LO LO
*
rH CsJ t o
£ Ö a o o o
PQ PQ PQ
vO \ 0 \ o
o o O 1—1 <NJ t o
m m 4 h
PQ PQ PQ
LO LO LO
o o O rH o g t o
<4-1 MH m
PQ PQ PQ
■ ^ ■'3 -
o o o «—f c a t o
m m
PQ PQ PQ
'd -
rH CSJ t oa e a o o o
PQ PQ PQ
t O t O t o
r—1 CN] t o
£ & o o o
PQ PQ PQ
t O t o t o
1—1 (S I t o
o O O m m <4H
PQ PQ ■PQ
CN) r * j CN1
% I—1 (NI t o
o O O m <4H m
PQ PQ PQ
rH i—1 rH1—1 (NI t o
o o o m m m
PQ PQ PQ
<NJ O J CS]
r-H c g t o6 a £ o o o
PQ PQ s
i—t r —( rH
«—! C^ tOs S s o o o
V PQ PQ PQ I«
H
X
O  K °  > > X X X X
O ■>- 1 * 1 ^ I V
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Onde, os termos B são obtidos das equações (4*6) e (4«7)» e
mm
2 - C^» Vj» Qjtzt 0yl» ®zl» «2» v2» w2» Qx2* ey2» ®z2»
u3 * v3> w3* 9x3* V  6z3) 
A energia do deformação é então*
ü . I
M
dA
visando a relação (4*3)»
u - i
k
s
B D
e
k 0*0V ê
dA
e substituindo e° eí de (4*10) pela relação (4.8) tem-se«
, * t \ V
A B
mm mm
* «v mm<B B
mm
mm B D
w
mm
»
mm m*
L > *
(4*õa)
(4 .9 )
(4-10)
(4 .11)
Efetuando a variaçao de U em relação a U obtem-se então a matriz de rigi­
dez K do elemento DKT-ML, DISCBETE KEECHHQPP TRIAHGLE BLEMEHT. pfcRA MATE­
RIAIS IAMIHADOSt
K « i [B*CBdA
:  z r
(4.12)
Para a integração da equação (4*12) usar-se a integração gaussiana 
por quatro pontos internos oomo mostrada no Apêndice B 1141 •
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4. 3. VETORES DE FORÇAS NODAIS ADMITIDOS.
Foram escolhidos os carregamentos de forma, a permitir o tra­
tamento de uma quantidade de casos relativamente grande, sem no entanto ohe 
gar a um detalhamento mais completo dos carregamentos possíveis. Assim e 
admitido um carregamento normal linear, e deixam-se os casos de carregamen 
to não normais, tangenoiais, e não-lineares a serem pré-processados e tran 
formados em cargas nodais pelo usuárioj das foiças de corpo admite-se a- 
penas ò pesoj além dessas admitem-se carregamentos térmicos e devidos ; : a 
cargas concentradas*
4. 3. 1. CARQA DISTRIBUÍDA NORMAL LINEAR.
Para cada elementos são lidos os valores nos 3 nós, que de­
finem o carregamento linear, em unidades de força por área de superfície 
média. Desta forma são previstos os casos de carregamentos que sofram des- 
continuidades ao longo da superfície.
As coordenadas de um ponto P são designadas (L^jLgjL^) co­
mo na figura (3.2).
A  distribuição da carga normal F sobre o elemento é:
(4.13)
ondet
P d j , l 2 , i3) - s* p
S . (1^ , Ig , ij) (4.14a)
6?
l  - (P1 » P2 ’ F3> (4.14b)
ondas P^, i» 1»2,3 são íob valoreb da carga nos nós i.
A energia potencial devido a oarga es
E - - j w PdA (4o15)
A distribuição do ddslocamento ir ( LpLgjL^) é cubica, coni. 
forme visto no capítulo 3 > porém para efeitos de carregamento se assumirá 
uma distribuição linear para ws
w(Li , Lg , L j )  - 3 jr
e. ir ■0»! » w2 > *3)
(4.16)
De (4.13) e (4.14)» (4.15) ficas
E - / w*SS*F dÀ (4.17)
* *onde A e a area*
Uma vez que w e P são constantes,
E - w |SS* dA
A
(4 .18)
0 vetor de cargas normais P e~cn
Após integrado (4»19) obtém-se:
*
~cn
P. P_ P.. P. r ,
- A((— + — + -2) , (-i + — + —) , (— + — + — )) 
6 12 12 12 6 12 12 12 6
(4.20)
Deve-se notar que os três termos da equação (4*20) devem ser _a 
dicionados ao 3°» 96 ® 15° termos respectivamente dos 18 termos do vetor 
força do elemento no sistema local de coordenadas, correspondente ao ve - 
tor de deslocamentos nodais definido na equação (4*8.a)
4.3.2. CARGA DEVIDA A PESO PRÓPRIOi
Para o calculo das forças nodais devidas ao peso próprio é 
considerado vim único valor de peso específico f  , media para toda a estru 
tura.
0 vetor carga nodal devido a peso próprio P. ei~P
P~P
'ah/3'
* 1 
1
- / AH/3 /AHCt ■ l«l 1 !■ 1
3
ah/3 
k i
1
> *
(4 .21)
Cada um dos três termos da equação (4.21) são adicionadas res_ 
pectivamente ao 3°> 9fl ® 15õ termos de forças nodais equivalentes no sis­
tema global de coordenadas. 0 sistema global deve estar posicionado com o 
eixo +Z no sentido contrário ao da força peso.
A equação (4«2l) foi obtida considerando-se uma distribuição 
constante da carga e deslocamento*
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As integrações realizadas em (4*19) ® (4*21) são obtidas por:|l4|
pr _s TtLjL-.L-dÀ - rl ai t! 
(r+o+t+2)t
2A
(4.22)
4.3.3. CAHQA DEVIDO A DISTRIBUIÇÃO DE TEMPERATOBA.
São lidos para cada nó valores de temperatura T, na superfí­
cie média e diferença de temperatura externa/intema A T  ( A T >  0 se T 
cresce no sentido + z). Admite-se portanto tuna variação linear da tempera 
tura na direção da espessura da casca, porem unia distribuição constante ao 
longo da espessura de cada lamina.
A  energia potencial devido & temperatura «s
B
N
dA
(4.23)
rp (j ^ 0onde N  ,M sao os 6 componentes de tensões medias num ponto do elemento* 
Desta forma o vetor de forças nodais equivalentes devidas a temperatura
St  é:
N
M
dA
(4.24)
onde B é a raatriz de funções de interpolação da equação (4*8) o
’ "** ■ T TOs valores para ( N, M ) são obtidos através das equações (2.66). é (2*'67)#
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A integração da equação (4*24) exige que se conheça o integrando 
em quatro pontos internos ao elemento. Sao conhecidos e lidos pelo progra­
ma propriedades, fatores e cargas apena nos nós 1,2, e 3 (ver Apêndice® )p 
os fatores do integrado da equação (4 .24) devem ser obtidos nos pontos in 
temos. Foram interpolados linearmente as constantes elásticas de engenha 
ria do material (E^jEgjQ^g, ), temperatura, espessura e cotas de lând 
nas, ângulos de fibras e coeficientes de dilatação térmica. Com os valo­
res destas constantes nos pomtos de interpolação foram calculadas 
(U^, MT ) através das equações (2.66), (2.6 7), (2.6l), (2.29) © (2.18). A 
matriz B pode ser obtida das equações (4.8) simplesmente substituindo 
as coordenadas dos pontos 4 a 7» (ver apêndice B).
Os 18 termos da equação (4.24) necessitam ser transformados 
para o sistema global de coordenadas X-Y-Z.
4.3.4o CARGAS CQNGEHTRAJJASo
Os valores de cargas concentradas que agem nos nos dos ele­
mentos são lidos segundo as direções X-Y-Z globais e adicionada dire­
tamente ao vetor de forças nodais equivalentes após transformados para 
o sistema global de coordenadas e sobreposto.
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4.4 DETEMUTAÇÂO DAS t e h sSe s  r e s u l t a n t e s
Uma vez obtid$ a solução TJ do sistema linear de equações t
-0 -G 
K ü
—G 
- p (4.25)
podem ser separados os 18 termos de correspondentes ao elemento "e".
_ ~e
Após transformado U  para o sistema lowal x-y-z de coordenadas definido
~e
no elemento neM , e, reduzindo-se para 15 termos obtem-se U. Substituindo 
U  na equação (4*8) e esta na equação (4»3) obtém-se:
f s.
N** A B
m
M B D
* t «V M
B U (4.26)
Que são as tensões r e s u l t a n t e s  n u m  ponto do e l e m e n t o , dado 
que a matriz C de propriedades e a matriz B correspondam a este ponto •
\
4.5. BETEBMIHAçXo DAS BEFOHMAçSeS MÉDIAS E THISOES HAS LÍMIHASii^ u^nçuT
Uma vez calculados (H 9 M) da eqxiação^ .25), as deformações resul 
tantes no laminado podem ser obtidas por*
0]e 2
-  c"1 -  B U
M  <W
E u
mm
(4 .27)0*0
i
onde ü « o mesmo da equação (4*26). Obtidas e° e k, através da equação
(2.39) obtém-se as deformaçes específicas na lâmina k do laminado no sis 
tema x-y-a locais
zei~k 6 — ■kS
(4.28)
As tensões gt* são obtidas de (2«40)t
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Uma ves que a posição das fitaras da lamina k define um sistema de ooorde 
nadas principais pelo ângulo 6t ej* pode ser transformada para este sis­
tema como e* e ^  pode ser também transformada para ^  oa obtido pela 
equação (2*10)
~k ~k Sic (4.30)
4.6. BEFDUÇXO M  L&OHA VIRTUAL
A formulação utilizada permite que:
a) dentro de um elemento os nós tenham diferentes quantidades de laminas 
entre sit e que estas tenham diferentes espessuras s
b) mesmo elementos contíguos tenham espessuras, número de lâminas e es - 
pessuras de lâminas diferentes*
Caso num elemento existam diferentes quantidades de lâminas 
entre nós, significa que usa determinada lâmina, a 2®, por exemplo, ver 
Figura 4.1, existe no nó i e jv mas está interrompida em algum ponto da 
extensão do triângulo não atingindo portanto o nó 1c. 0 fato de que a In­
tegração de Gauss utilizada e realizada sobre 4 pontos internos ao ele - 
mento e que os valores das propriedades são lidos apenas nos 3 nós ex - 
temos (i, j,k) levam à necessidade de interpolar linearmente estas pro -
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i
priedades. No exemplo dado, a 2* lanina nos nós i e j seria interpolada 
com a 2a lâmina do nó k, porém esta 2a lamina do nó k é uma outra lâmina 
física, com fibras em outra orientação, outras propriedades. Desta forma 
se for lido num elemento HE as propriedades de uma k-ésima lamina nos 
nós i e 3» <lue não atinge o nó k, deve-se ler neste nó propriedades de 
uma k-ésima lâmina virtual com propriedades E^f Eg, ^ 32» °12* °i* V  e>® 
t nulas« Voltando ao exemplo, se interpolariam então as propriedades da 
2* lâmina dos nóa i e j, com as propriedades nulas de uma 2a lamina vir­
tual do nó k*
A lamina virtual é então uma suposta lâmina cosa propriedades 
nulas, ocupando a posição k-ésima, se a k-ésima lâmina dos outros nós e 
interrompida*
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CAPÍTULO 5 - RESULTADOS HUMÉRICOS
Ho presente capítulo são analisados os resultados do elemsn 
to DKT-ML aplicado a placas quadradas isotrõpicas, a clíndro isótropioo, 
a placas quadradas laminadas e a cilindro laminado, Note-se que como o 
comportamento do elemento DKT-ML, quando aplicado a material isotrópioo, 
tem oomportamento idêntico ao DKT, utilisam-se os resultados, as compara 
ções e a qualificação do elemento DKT |3| para placas isotropicas, e uti 
liza—se o programa ora implementado para confirmar parte das soluções _a 
presentadas. Uma vez que o elemento já esta qualificado para plaoas iso- 
trópicae não julga-se necessário repetir-se todos os cálculos. 0 mesmo 
pode ser dito dos dados apresentados sobre o cilindro isotropioo pinça- 
do. Os resultados mostrados nas analises de placa isotropica sob gradien 
te linear de temperatura, na análise de vim bimetrai, na análise de tuna 
placa anisotrópica e na análise de um cilindro ortotrópico sao o b t i d o s  
d i r e t a m e n t e  do p r o g r a m a  e c o m p a r a d o s  com soluções, analiti -
oas ou não,de outras fonteso
5.1 - COMPORTAMENTO DO ELEMENTO DKT-ML EM PLACAS ISOTRÕPICAS.
Poi analisada uma placa de lados 2a, sob as condições de 
oontomo simplesmente apoiada e engastada, com carga concentrada no cen­
tro e distribuída uniformemente• Devido à simetria, apenas um quarto da 
placa foi modelada. Foram também consideradas duas orientações diferen - 
tes para a malha, conforme a Figura 5»1. Sao comparados os resultados
com 6 outros elementos de flexão de $ graus de liberdade obtidos na' ...
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referência |2| . Q trabalho de ooraparaçao de resultados
que levou à elaboração das Figuras 5*2. a 5 * H  foi apresentado na Ro_ 
ferência )2|* Ob resultados mostrados para ,o olemonto DKT foram corrobora™ 
dos no presente trabalho para as malhas 17=1, 2 e 4 e 17=2 conforme Figu­
ra 5.1. Ag soluções teóricas 'foram obtidas da Referência |2|. Alguraas obser 
v?çõcs sobre os rcpulta&os são dadas a seguir:
.^" á) — Placa quadrada sujeita a carga concentrada:
Considerando primeiro o caso de carga concentrada, ae Figu­
ras 5.2 e 5.3 mostram que o DKT e o HSH (Hibrid Stress Kodel Elcmentjcom 
formulação na Referência |2|) cão bastantes eficientes. íTote-ss que a ma 
lha B nac e muito aaequada ao nodelar a placa engastada uma ves qu© so 
anulam os graus de liberdade dos cantos* A convergência do elemento DKT 
ó mono.tênicaj
b) - Placa quadrada sujeita a carga distribuída:
íTo caso de carregamento distribuído uniforme, o elemento 
DKT mostra convergência monotônica em ambos os tipos de condições de con 
tomo. A convorgência no caso de placa engastada é ms-nos rapida quo para 
placa placa simplesmente apoiada. 0 elemento H5M não demonstra convergera 
cia monotônica.
c) - Tensões no3 elementos HSM e DKT:
Em geral, as tonsões obtidas com o elemento U5K são apenas 
ligeiramente melhores qu© as cbtidas oom o DKT*
A respeito da lenta convergência do elemento DKT para o 
problema de placa engastada sob carga distribuída., foi proposto na Refe­
rencia |2j que uma possível fossa ío melhorar o coapcrte2Dnto seria & dc 
empregar uma r-opreaentação de cargs. oonsistente com um polinómio cu
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Orien ta çã o de Or i en t a ç ã o  de
M a l h a  A  M a l h a  B
E l e m e n t o Simbolo Malha CargaUniforme
DKT 0 A.B. Inconsistente
H S M a A.B. Inconsistente
B C I Z 1 • A Inconsistente
B GI Z2 A Inconsistente
H CT
A9
■ E Inconsistente
A
T
A Consistente
Inconsistente
S t r u d e l * A
Fig. 5.1. Placa quadrada isotrSpica e orientação de malha.
bico para w. 0 133todo foi implementado computacionalracnte e os resultados 
comparados cora a interpolação linear inicial» 0 polinómio utilizado é 
o mostrado na'Referência |3|, um polinómio cubico incompleto com 9 termos, 
o rs coordenadas naturais. Os resultados foram negativos pois revelaram ura 
afastamento das curvas do convergência de deslocamanto tanto para placa 
engastada quanto para simplesmente apoiada, para malhas irregulares. Pa­
ra malhas regularas, a simetria em torno dos nós internos faz com que so 
anulem as forças do flexão quando da sobreposição, as condições de con - 
t o m o  anulam ostas forças no nó central da placa, e nos lados engastados.
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Os resultados obtidos
Fig. 5.6. Placa simplesmente apoiada sob carga concentrada 
er.ro na reação do vértice.
Os resultados obtidos
Fig. 5.7. Flaca engastada sob carga concentrada:
erro no, momento fletor no centro do lado.
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0
tQ
^10 IISM(A) /  / Os resultados obtidos
55 para ac malhas N=l,2f
o 4» foram corroboradosr-< no presente trabalho.a> cr /  DKT(A) As restantes malhas ,
conforme a refer.(2).
-20 < /  1 1 1 1 I I I '
1 2 3’ 4 5 6 7 8 N
Fig. 5.3. Placa simplesmente apoiada sob carga dis_ 
tribuída: erro na reação do vértice.
Os resultados obtidos 
para as malhas Ií=
4, foram corroborados 
no presente trabalho« 
Ãs restantes malhas 
conforme a refer«(2|*
6 7 P N
Fig. 5.9. Placa simplesmente apoiada sob carga dis 
tribuída: erro no momento fletor no cen­
tro.
84
30
20
10
<y
o
f-<í)
-10
•20
Os resultadod obtidos
Y \  para en malhas U-.-1 ,2,
/ \ \  4* foram corroborados
' \\ no pseoonto trabalho*
\\ As restantes raalhas
—
X  coviforcie e. rofer
— / \ M m A )
HSM(A) '^SS5^ o
1 1 1 1 1 1 1__L
1 6 7 8 h
Fig. 5.10. Placa engastada sob carga distribuída, 
erro no momento fletor no centro.
Os resultados obtidos 
para as malhas K=l,2, 
4» foram corroborados 
no presente trabalho, 
ás restantes iaalhas 
conforme a refer J2|*
5. 7 8 „
Fig. 5.11- Placas engastada sob carga distribuída:
erro no momento fletor no centro do lado.
85
Desta forma, a utilidade do método seria apenas em malhas ^ Ti­
re guiares ou em oarregaraentos distríbuidos não uniformes, porem mesmo nes­
te caso os resultados foram negativos. A causa da ineficácia no uso desta 
interpolação cubica tem explicação dupla:
a) com a utilização de interpolação linear para w, o elemento apresenta 
uma convergência superior em deslocamentos devidos as características ine­
rentes á formulação do elementoj
b) qualquer função que seja arbitrariamente escolhida para w não terá o 
mesmo comportamento que a ditribuição interna de v dada pela formulaçao 
do elemento. No caso da função testada resultou um vetor força com 3 ter­
mos de força na direção Z , que são iguais aos obtidos com a interpolação 
linear, e 6 termos de momentos fletores , que no caso tendera a adicionar 
novas parcelas de deslocamento w aquelas da interpolação linear, resultan­
do numa solução w maior que a real.
5.2 - AHÁLISE DE UMA CASCA CILÍNDRICA ISOTRÓPICA PUFÇADA
A estrutura analisada e a idealização de elementos finitos 
utilizada são mostradas na figura 5*13.'Tas figuras 5*12 a 5*15 
estão os deslocamentos e tensões resultantes calculados, obtidos na refe­
rência |3|, para malhas 4*4-j 6x6, 8x8, 10x10 (como na figura 5*12) e l6xl6. 
JTo presente trabalho foi solucionado o problema com a malha 10x10 e confe­
ridos os resultados. ITota-se dos resultados que os valores conver­
gem rapidamente conforme se refina a malha, e, tão importante quanto isto, 
mesmo uma malha 4*4 consegue dar uma idéia razoável do comportamento da 
peça.
anel 
rígido
L/R=2 
V= 0,3
a) Estrutura considerada.
b) Malha típica de elementos finitos ( 10x10) usada na analise.
Fig. 5.12. Analise de uma casca cilíndrica isotropica pinçada: 
dados do modelo.
87
&pí | Ph
O
\
Ol
o  —
Q
6
!— !
Y - i *
^ 1 *
< £
&
O
r - i
O
rH
•^ t* o o o X X
X X o o
O  vO  0 0 i—- 1 rH
K
O  ctí c$ cü
3 r * X
i - J r-H rH r-H r-H r-H
O tá c3 Cti rt
" 7
: s s
c ► ç- G
o
LOI
,4»KJ
OO
r *
o
LOI
o
o
COI «
pig
. 
5.1
3 
- 
De
sl
oc
am
en
to
s 
pr
ev
is
to
s 
e 
di
st
ri
bu
iç
ão
 
de
 
te
ns
õe
s 
ao 
lon
go 
da 
lin
ha 
DC-
na 
Fig
. 
5.
12
.
88
gq|
PU
E4»
Pt
Fi
g.
 
5.
14
. 
De
slo
ca
m
en
to
 
pr
ev
is
to
 
e 
di
st
rib
ui
çã
o 
de
 
te
ns
õe
s 
aò 
lon
go
 
da 
lin
ha
 B
G 
da 
ca
sc
ad
a 
Fi
g.
 
5.
12
.
0,002
0,003
Mai3
P 0,001 
0
- 0 , 0 0 1  
• - 0,002
--- SOUJÇAO ANALÍTICA
o Malha 4x4 *
— * Mal lia 6x6 *
* Malha 8x8 *
“ Malha 10x10^ / 
~  * Mallia 16x16 ^  J
h
X ,  /
/ ^ \
l ' \
\ « 
\:
A \ o /JO /
V  /■*\0 A  
— * - dados ref,(5Í
D
** - valorei obtidos neste trabalho
EtU
P
-1
-2
0
2
—  SOLUCAO ANALÍTICA 0 Malhã 4x4 *
* Malha 6x6 *
♦ Malha 8x8 *
D Malha 10x10 ** 
Malha 16x16 *
V \  o
y
*7"
/
D
* - dados ref. |5|
** - valores obtidos nest© trabalho
Fig. 5.15. Deslocamentos previstos e distribuição de 
tensões ao longo da linha AD na casca 
da Fig. 5.12.
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5o3. AITÂLISE DE TJMA PLACA ISOTRÔPICA SOB UK GRADIEUTE LINEAR 
DE TEMPERATURAo
Foi modelada vima placa completa isotrópica com tuna malha 
17=4, suhnfâtida a uma diferença AT de temperatura, ao longo de sua espes­
sura de 20® C, e engastada em um de seus nós. Para ter "bem representado 
o efeito de acoplamento extensão-flexão foi idealizada a placa com uma 
s u p e r p o s iç ã o  de lâminas iguais e isotrópicas. Na Figura 5»16 tem-se as 
configurações finais para a placa quando se consideram 2, 4 e 8 lâminas. 
Conparando-se com a solução analítica em cada ponto nota-se "boa conver­
gência com o aumento-do número de lâminas. ITota-se também o alto grau 
de simetria obtidos em todas as soluções. A solução teórica foi obtida 
da Referência|l7|» Os dados do modelo analizados são:
E 1 . E2 = 0,106o 1012 Pa <r2 = 0,187.1o" 4/ 0 C
V 12 = 0,324 _ ÁT = 20°C
^12 = 0.401.1011 Pa Placa s 32 elementos
« 1 = 0,187.1o“4/ 0 0 Espessura =1,2. 10~^ m
Lado = 32.10 *" 2 m 
Engaste no nó 1.
5.4. AHiÍLISE DE UM BIKETAL.
Foi analisado um bimetal composto por duas lâminas isotró— 
picas de igual espessura, uma de cobre outra de invar. 0 modelo ideali­
zado de elementos finitos está representado na Figura 5<>l-7a.. Foram uti—
m á . 3,1789
W R  3,9734 
m á  4,1724 
»  4,239
i
m
r —  —  _ 
3,7400 
3,6750 
4,9087 
4,987
4,6750
5,8437
6,1359
6,234
5,9839 . 
7,4799 ! 
7,8540 , 
7,979 |
flfj'
yí.8700 / M 3 1 0 ^ 3 6 6 0 4,6750 !
/  2,3375 /  3,0387 y'4,2075 5,8437 !
/  m /  2,4544 /  3,1907 /  4,4179 6,1359 '/  1,493 /  3,241 /  4,489 6,234 ;
m X 9 3 5 0 yi^4960 ^ 4 3 1 0 3,7400 !
/  1,1687 /  1,8700 /  3,0387 4,6750 ;
/  m /  1,2272 /  1,9635 /  3,1907 4,9087 1
/  m ^  1.247 /  1,995 /  3,243 4,987 ;
í X 5 7 4 0 X ^ 3 5 0 2^8700 3,1789 iM jjjp /  0,4675 / 1 , 1 6 8 7 / 2 , 337 5 3,9737 !
/  m t /  0,4909 /  1,2272 /  2,4544 4,1724 \
m à
/  0,499 /  1.247 /  1,493 4,239 1
X l 8 ? 0 X ? 4 8 0 2^6830 2,9919 1
jm p /  0,2337 / o , 9350 / 2 ,1 037 3,7399 '
/ m /  0,2454 /  0,9817 /  2,2089 3,9270 1
/  9 -^ /  0,249 /  0,997 /  2,240 3,989 '
LEGENDA - DEFLEXÃO NOHMAL V.
ó M t o c i a
a - Solução obtida com o elemento DEM£Lt com 2 
laminas;
b - ídem, 4 lâminas;
c - ídem, 8 lâminas;
d - Solução analítica»
unidadeB de V em metro vezes 103.
FigtmSBBtlha utilizada e Deflexão de uma placa isotrópica sob um 
gradiente linear de temperatura*
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Latão: a? - 18,7 10~6/°c
E1= E2= 106 G Pa 
^ 2= V>f 0,324
Invar= a^= a.2= l,7.15-fV°C 
E-i =EL= 106 G Pa
Espessura total 2, 3mm.
a} Malha utilizada
w(m)
0,0020
0,0015
0 ,0010
0,0005
O
X
SOLUÇÃO analítica
N t = 2 
Nt= 4
0,03 0,06 0,09 0,12 0,15 x(m)
b) Resultados obtidos.
Fig. 5.17- Analise de um bimetal.
lizadas as malhas 17^, = 2 e 4* 17a .Fiíjura 5«17a esta mostrado a malha 
Nfp = 2 e a malha K = 4 © semelhante* porem cora 8 elementos} mantendo 
a simetria. Os resultados estão mostrados na Figura 5*17 h e mostram — 
se "bastante hons. Como no prohlema do xtem 5»3» ® convergência se a ceie 
laria se fossem suMivididas cada lâmina era duas, ou quatro outras. A 
solução analítica foi obtida da Referência |17|.
5.5. MÍLISE DE UKA PLICA ASISOTHÓFICA
Foi modelada uma placa regular Bntisimétrica com lâminas _o 
rientadas anelarmente, simplesmente apoiada, com malhas 1\T = 2 e 17 = 4
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em placa completa., Os valores dgs propriedades uoadas estão mostradí.': 
na Fig. 5»-^ e Eão projiorções típicas para compostos de grafite-epoxi 
de alto modulo do elasticidade. Os resultados estão mostrados e compara 
dos a solução teórica (obtidas nas Referencia s|lOj e |ll))ia Fig. 5»l8. Fo 
rcjn. solucionados os problemas de placa com 2 e 6 lâminas, com as orien­
tações ( - 0 / 0 ) e ( — 0 / © / — G / 9 / — 6 / 6 ) respectivamente»
Observando-se on resultados nota—se que:
a) a convergência do elemento não mais é monotonica tal 
como para materiais isotrópicosj
b) o erro varia com a malha utilisada, com o angulo de ori 
entação das lâminas e com o numero de I?.rainasj
c) uma malha roeno3 refinada como a H  = 2 e mais sensível â 
variaçao no numero do laminas> »’-:■"»*' malha mais refinada} a curva de er­
ro versus © e particularmente a ircsma quando é variado o número de lâmisas,
__ SOLUÇÃO ANALÍTICA
5.0
y, Solução ortotropica
' 0.0
10 20 30 40 50 
ÂNGULO 6
2 lâminas,malha 32 elementos 
0 2 lâminas, malha 128 elementos 
6 lâminas, malha 32 elementos ■ ’ _
□ 6 lâminas, malha 128 elementos
E]/E2 = 40 
a/h - 50
G12/e2= 1
x y q = q sen-sen-
a blo
a,b = comprimento dos lados 
da placa nas dir. x,y
Fig. 5.18. Deflexão mãxima de uma placa anisotrópica quadrada 
com lâminas obliquas sob carga normal senoidal.
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d) quanto à variação do erro com 8, Figura 5»19> de. forma 
geral, próximo de 0 - 0 se situan os melhores resultados, entre 15^ « 
35° os piores próximo a 45^ apresenta uma leve melhoria.
A  explicação exata à observação a) seria "bastante complexa 
porem pode-se supor que o oomportamento seja devido a presença de ele — 
mento C.S.T. que possui uma convergência inferior. A  maior parte do com 
portamento do elemento D.K.T. - KL neste exemplo, porem é relacionada 
ao tipo de apoio utilizado na placa, que restringe deslocamentos nor - 
mais nos bordos, mas permite deslocamentos tangenciais. Este tipo de 
apoio permite que o acoplamento membrana-flexão tenha liberdade de con­
dicionar a configuração final da placa mais livremente: do ponto dos 
bordos correm tangencialmente, as linhas de derivada zero de w inclinam 
—se em relação as linhas de simetria da placa. Estes fatos explicam o 
pico atingido por w  na Figura 18 para 2 lâminas, onde o acoplamento e 
maximo. Isto também impede que se modele apenas um quarto de placa em 
problemas deste tipo, uma vez que não Be pode usar nos bordos internos
0 2 lâm.malha 32
o 2 lânu, malha 7128
■ 6 lâm. malha 32'
o 6 lâm. malha 128
Fig. ’5.19. Erro na deflexão no centro da placa da Fig. 5.18.
95
a condição de oontomo de w n nula. Para uma malha JT * 2, o fato do que 
os resultados são sensilvelxnente melhores para 6 lâminas que para 2 é 
compreensível tuna vez para 2 lâminas o acoplamento é maior e é exigido 
um melhor desempenho do elemento de membrana, o C.SoT. Este elemento po 
rem tem o campo de deformação linear e com uma malha pequena como IT=2 o 
modelo se torna mais rígido aumentando o erro de 6 para 2 lâminas. Com 
o uso de uma malha mais refinada a limitação do elemento C.S.T. perde 
importância e o comportamento do elemento D.K.T- ML passa a se t o m a r  
mais e mais indiferente ao número de lâminas.
5 .6 m£lise DE uma CASCA CILÍNDRICA 0RT0TR(5pICA
0 problema resolvido foi o de uma casca cilíndrica ortotró 
pica de duas lâminas fibradas, ocupada com combustível sólido numa posi
CASCA
Lâmina 1: E] = 5,26,10 Psi 
E2= 2,75.106Psi 
v^2” 0 j155 
G12 = l,81.106Psi
Lâmina 2: E^= 2,75.10^Psi 
E2= 2,75.106psi
v^2= ^ ,100
G12= l,25.106Psi 
0= 90°0= 0o
Espessura= 0,221" Espessura= 0,118”
Fig. 5.20. Casca cilíndrica preenchida, com propolente solido 
e suportado por duas faixas.
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op< 0 , 1
0 .2L J _______ L.
20 40 60 80 100 120 140 
CCMPRIMEUTO (Pfcl)
a) Perfil de deslocamento da casca mostrada na 
na Fig. 5.20.
b) Vistas dos deslocamentos das secções circulares 
da carga da Fig. 5.20.
Fig. 5.21. Soluções de deslocamento na casca cilíndrica ortotrõpica.
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ção horizontal e suportada por duas tiras como mostrado na Figura 5*20.
A  distribuição da carga sobre o suporte é tonada como sen­
do qQ cos 0, agindo normal â superfície do oilindro, como na _ Figura 
5*20. 0 cilindro é composto por duas lâminas ortotrópioas cruzadas, com 
as caracteriBtioas mostradas na Figura 5»20.
Foi modelado apenas um quarto do oilindro devido ã simetria 
do problema e utilizado 320 elementos. Os resultados foram comparados 
aos obtidos na Referência|l8|e estão nas Figuras 5*21 q e b, A  solução 
referência faz uso de uma modelagem com 90 elementos tronco-cronicos 
retos para cascas de revolução. Os resultados sso bons.
%
CAPÍTULO 6 -  CONCLUSÕES E SUOESTÕES PARA DESEHVOLVDEHTOS
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FUTUROS BA iREA DE MATERIAIS COMPOSTOS.
. \
A solução de problemas que envolvam plaoaa de oontomos quais - 
quer e oasoas de geometria, carregamento e condições de oontomos irregula 
res, além de material não-isotrópioo e não-homogêne o, devido às limitações 
das abordagens analítioas, devem reoair naturalmente nas soluções numéri­
cas, particularmente nas técnioas de elementos finitos.
Os resultados apresentados correspondem com vantagens a tudo o 
que de início se pode esperar de um elemento triangular plano cubioo, em 
deslocamentos transversais, principalmente quando aplicado a um tipo de zoa 
terial composto laminàdo. 0 programa computacional, além de calcular ma — 
triz de rigidez de casca delgada de material composto, permite um grupo de 
facilidades, proporoionadas pela variação das propriedades e oaraoturísti­
cas de lâminas, bastante úteis na análise e no projeto de estruturas deste 
tipo. Conforme os resultados mostrados e analisados no Capítulo 5 o progra 
ma computacional utilizando o elemento DKT-ML está pronto e disponível ao 
uso conforme suas qualifioações e restrições já apresentadas.
Um sistema conjunto de programas para cálculo estrutural de 
materiais compostos deverá ser composto também por métodos alternativos de 
vários tipos conforme suas vantagens, visando à exatidão, rapidez e custo 
tais oomoi a) programas computacionais ou simples ábacos e tabelas) b) 
programeis que utilizem além de métodos numérioos, soluções por série,ou 
analítica, quando disponíveis, dada a simplicidade, exatidão e rapidez dejs 
te tipo de solução.
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ANALISE DE TENSÕES
F IGURA 6.1- E s q u e m a  s i m p l i f i c a d o  da análise de tensões.
As possíveis áreas de trabalho no oampo de materiais compostos 
podem ser melhor looalizadas pela análise de esquemas, simplificados das 
atividades de projeto, análise de tensões em estruturas e testes em mate 
riais compostos*
Considerar-se inicialmente como sendo análise a determinação das 
cargas má-»-»m«.« que pode suportar uma dada estrutura, e projeto a determina 
ção das caraoterístioaa necessárias ao laminado para que suporte determina 
do carregamentos
Inicialmente observa-se na Figura 6.1 un diagrama de blooos - 
dos fatores que devem ser oonéiderados na análise de tensões de uma estru­
tura de responsabilidade» A análise de materiais compostos de forma analí­
tica restringe-se atualmente a placas retangulares, cilindros de seoçao 
circular com reforços e problemas, azi—simetrioos*
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Figura 6.2- E s quema simplificado p a r a  determ i n a ç ã o  de carregamento, 
m áximo e relação c a r g a - d e f o r m a ç ã o  n u m a  estrutura.
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Os sistemas de elementos finitos que normalmente já apresentam 
problemas naturais com o trabalho em materiais isotrópicos necessitam ser 
adaptados e aperfeiçoados em virtude da modificação do material. Além da 
analise & estabilidade macroscópica da estrutura, um outro ramo é o estu 
do da flambagem a nível de fibra a fibra imersa na matriz.
A Figura 6.2 apresenta um esquema simplificado de um programa - 
computacional para a determinação dó carregamento máximo e relação carga- 
deformação numa estrutura de material laminádo. Este esquema exige um pro­
grama que solucione a estrutura dada era sua resposta de distribuição de — 
tensões, que tenha um baixo tempo computacional uma vez que será usado ite_ 
rativaaente, razoável preoisão, possua facilidades na eliminação de lâmi­
nas ponto a ponta na entrada de dados e durante o processamento. Esquemas 
como estes e outros vários que são possíveis de serem montados para a ana­
lise de tensões podem também serem utilizados iterativamente na elaboração 
de projetos otimizados*
PROJETO DE LÂMINAS
DADOS:
Propriedades 
elásticas e resis 
tência da fibra 
e matriz
OBTER:
Propriedades elas 
ticas e resistên­
cia da lâmina.
TÉCNICAS:
Uso de uma "BIBLIOTECA" de preferência im 
plementada computacionalmente de todas as 
aproximações teóricas disponíveis que õ£e 
reçam bons resultados para cada tipo de 
combinação fibra/matriz, em material, por 
centagem, distribuição, forma de fibra(em 
comprimento e secção), alinhamento e to­
dos os outros parâmetros.
-Fieura 6.3- Esquema simplificado de projeto de lâminas.
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Fipura 6.4- Esquema simplificado de projeto de laminados.
Â oadeia de projeto envolvendo material composto inioia-se com 
o projeto de lâmina, cano mostra a Figura 6*3« A previsão das constantes 
elásticas de engenharia ( E, G, V  ) para vima lâmina a partir das caracte­
rísticas da fibra e da matriz ainda apresentam problemas nas aproximações 
teóricas quanto à falta de exatidao e de gsneralidade.
No projeto de laminados, Figura 6.4» dadas como oorretas as 
características das laminas nao esiste o problema de exatidao do forma 
absoluta, mas de custo e sofisticação nas técnicas.de otimização princi 
palmente no projeto de estruturas mais complexas. ( Figura 6.5»)
0 desenvolvimento e implementação de técnicas e procedimentos 
para medição e experimentações sobre o comportamento dos mate_ 
riais compostos é uma área em aberto* Testes de tração simples, iiapaoto, 
estudos de propagação de trincas estática e à fadiga, flambagem, deternd 
nação de tensões era seus vários aspectos são alguns dos procedimentos que 
apresentara problemas de ordem teórica e prátioa, como projetos de corpos
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Figura 6.5- E s q u e m a  s i mplificado de p r ojeto de uma estrutura.
de prova, suportes e fixação. Somente após conhecidos e manipulados estes 
prooedimentos poderão ser definidas normas,regras e padrões consistentes*
Particularmente na área de análise e projeto de estruturas de 
materiais oompostos por elementos finitos, uma etapa imediatamente poste_ 
rior à da implementação do presente programa para casoas delgadas de ele. 
mentos triangulares planos e a implementaçao de um elemento isoparomátri_
oo quadrilateral para oasoas semi—espessas e espessas e posteriormente - 
um elemento sólido para materiais oompostos.
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As derivadas áe 11^  e com relação a e 
são dadas a seguir;
Hx,Lc
? 6 a  +  ( P 5  "  P 6 >  L 3  
q6a - (q5 + qg) L3
- 4 + 6  (Lg + L3 ) + r6a - + r6)
-Pga + L3(P4 + P6)
H *  “ L3(q6 - ^
-2 + 6L0 + r^a + L^<r4 - r*)
-L3 (P5 + V
L3^q4 "
-L3(r5 - r4)
(A.l)
H
'7t\
t6a + L 3 ^ 5  " *6*
1 + r 6a - (r5 + r 6)
”q6a + L3 ^ 5  + q6^ 
-t6a + L3(t4 + t6)
-1 + rga + L3(r4 - rg)
-d6a - L3(q4 - q6)
-^3(^ 4 + t^)
L 3 (r4 ' r5)
~L3(q4 - ^5 )
(1 .2)
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Hx,L,
-P5b -  i 2 (p 5 -  p 5 )
4 5b  ~  V S  +
-4 ♦ 6(Lg + L3) + r5b - L (r5 + rg)
L2(p4 + P6>
L2 ^ 4  ~ q6^
“ L 2 (<16  “  r 4 )
P5b " li2(P4 + V  
q5b + L2(q4 - q5 )
-2  ♦ 6L3 + rjjb -  L2 (r4 -  r 5)
(A.3)
Hy >I*r
-t5b - L2(t6 - t5)
1 + ~ ^*2^5 t 6^ 
-q5b + L2 (q5 + q6)
L2(t4 + t6)
L2 ^ 4  - r6>
- l 2 (<i4  -  Çl6)
t5b - L2(t4 + t5)
-1  + r^b + Lg(r 4 -  r 5 > 
-q5b - L2(q4 - q5)
(A.4)
ondet
1 - 2L,
b - 1 - 2Lj 
h  - - 6\ j /l2i.i
ïj
k - 4>5»6 para ij - 23, 31» 12 respectivamente.
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APÊNDICE B 
Integração de Qauss.
Dada uma função f (L,, Lg, L^) a ser integrada sobre uma su 
psrfície triangular, como mostra a Fig. C.L, a integral I será:
1-L,
f(LlfL2>L3) dLgâLj « l  H. f(P.) (B.l)
onde i = 4, 7 são os pontos de integração internos conforme Fig.
H. é o peso, f(P^) q o valor da função, e P^ está dado em
nadas naturais de área.
Ponto i Coordenadas (L^, L2,
V
Peso H. i
1 1 0 0
2 0 1 0 '
3 0 0 1
4 1/3 1/3 V 3 -27/96
5 0,6 0,2 0,2
6 0,2 0,6 0,2
> f
7 0,2 0 ?2 0,6 s
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Deve—se notar que a inte^raçao aoima e exata para funções 
cubicas, e o erro R= o(h^) .
Fig. B .1 - pontos de integração oubica sobre o elemento triangular
APENDICE C FLUXOGRAMA SIMPLIFICADOS
110
1? FLUXOGRAMA: ESQUEMA GERAL.
Ill
2 9 FLUXOGRAMA: C Ä LCULO DA M A T R I Z . D E  RIGIDEZ
112
B
ROTAÇÃO DE 0 4  ag PARA a , a , axyX y
DO 1 ICAREG=1, N9 DE CARREGAMENTOS
CALCULO DAS TENSÕES RESULT. DEVIDO A TEMPERATURA [TNMT]
1 CONTINUE
DO 2 NO= 4 ,7
INTERPOLAÇÃO LINEAR DE|C|DOS NOS 1 , 2 , 3  PARA 4 a 7,
2 CONTINUE
<
DO 3 1=1,  MAXLAM
INTERPOLAÇÃO LINEAR DE E x , E2 , 2 , G ! 2 , a ! , a 2 , 0 ,  Tx 
DE LÂMINA I ,  DOS NÕS 1 , 2 , 3  PARA 4 , 7 .
CÃLCULO DF, Q NOS NÕS 4 , 7 .
CÃLCULO DE 8 NPS NÓS 4 , 7 .
CÃLCULO DF, NOS NÕS 4 , 7 .
X r jcy
3 C
113
D
114
<
D
DO 4 NO = 1 ,7
>.. » 1
C Ä LC ULO DAS M A T R I Z E S B' e ■ç‘
NO-4
CÁLCULO DA M A TRIZ DE RIGIDEZ Ris d e : 15x15 
TERM OS EM FORMA T R I A N G U L A R
DO 4 ICAREG = 1, N C A R E G
CÃ L CULO DO V E T O R  CARGA NODAL TÉRMICO
TP = B TNMT COM 15 TERMOS
- -
4 C O N TINUE
E X P A N S Ã O  DA M ATRIZ DE RIGIDEZ PARA 18x18 TERMOS 
E C O L O C A Ç Ã O  DOS TERMOS C O R R E S P O N D E N T E S  A  6
RO TAÇÃO DA M ATRIZ DE RIGIDEZ PARA O SIST. 
X-Y-Z, A T R A V É S  DE TJlj
E
DO 5 ICAREG = 1, N C A R E G
3? FLUXOGRAMA: C Ä L C U L O  DAS TENSÕES 116
e X = E + Z K 
"I ~ I ~
SIST. x-y-z
X ,T
e T T E + Z K 1I I _
SIST. x-y-z, T E R M I C O
117
APENDICE D - DADOS PARA A DEFINIÇÃO DE UM MODELO
Dl; DESCRIÇÃO DOS CARIZES UTILIZADOS.
CARTÃO 1 - DADOS INICIAIS
Num primeiro cartão devem constar: o peso especifico médio RRO 
(ou O.ODO); o niimero total de nós da modelagem NNOS; o nilmero total de lâ. 
minas tipo NTLAM; (uma lâmina tipo ê um conjunto de dados de E^, E^, , 
G^2, a^, a^, 0, T, nesta ordem); o nilmero de elementos NELEM na modelagem; 
MLAM, o número máximo de lâminas da estrutura; o nilmero de carregamento a 
que se resolve simultaneamente NCAREG; a largura de banda LB da matriz de 
rigidez.
A largura de banda LB pode ser calculada pela equação abaixo:
__ ^  MAX. ENTRE TODOS />TO LB {NO — NO +OS ELEMENTOS DE: ' MAX. MIN.
onde NGL ê o nilmero de graus de liberdade por elemento, ( N O . , - NO,,,.,,. ) éMAX, MIN.'
a maior diferença entre as numerações dos nós de um dado elemento.
CARTÃO 2 - COORDENADAS DOS NOS
Num segundo tipo de cartão constam o nilmero do nó e as t?ês coor 
denadas X-Y-Z, de forma agrupada em dois nós por cartão.
Caso o número de nós seja ímpar, completar o último cartão com z<3 
roa de acordo com o formato. Caso o nilmero de nós NNOS seja par torna-se njs 
cessário um cartão FLAG nulo para indicar o fim destes dadas. Tem-se 
(NN0s/2 + l) cartões tipo 2.
-CARTÃO 1 - DADOS INICIAIS 
FORMATO (E10.3, 615)
RRO 1 - 10 P E S O  E S P E C Í F I C O  VOLUMÉTRICO.
NNOS 11 - 15 N Ú M E R O  TOTAL DE NÔS DA 
MODELAGEM.
N T L A M 16 - 20 N Ü M E R O  TOTAL DE LÂMINAS TIPO.
N E L E M 21 - 25 N Ú M E R O  TOTAL DE E L E M ENTOS 
DA  MODELAGEM.
M L A M 26 - 30 N Ü M E R O  M Ä X I M O  DE LÂMINAS DEN 
TRE T ODOS OS NÖS DA ESTRUTURA.
N C AR EG 31 - 35 N Ú M E R O  DE E N V O L T O R I A S  DE 
CARREGAMENTOS.
LB 36 - 40 L A R G U R A  DE B A N D A  DA M ATRIZ 
DE RIGIDEZ DO S I STEMA
CARTÃ O 2 - C O O R D E N A D A S  DOS N Õ S  -
FORMATO (2(15, 3E10.3))
N O  1 1 - 5 N Ú M E R O  DO NÖ GLOBAL
XI 6 - 15
Y1 16 - 25 C O O R D E N A D A S  DO NÖ NO S I S T E M A  X-Y-Z.
- Z1 26 - 35
NO 2 36 - 40
X2. 41 - 50 IDEM
Y2 51 - 60
Z2 61 - 70
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CAjRTXO 3 - LÂMINAS TIFO
No terceiro tipo de cartão são colocados os valores das lã- 
minas tipo que sejam necessárias para descrever quaisquer pontos da mode 
lagem. Cada cartão contem os oito vaiores e possuirá um número de ordem 
dado no programa coincidindo com a ordem de colocação destes cartões. Cja 
so algum valor comooc^ , » © > deva assumir valor nulo este deve ser 
colocado. Os cartões de lâmina tipo compõem uma matriz onde a 1* coluna 
e nula sendo a primeira linha definida de variável inteira e as oitó res 
tantes reais. A primeira coluna cora número de ordem "0", é provida já pe 
lo programa, e serve para descrever as^lâminas virtuais" em alguns nós.
0 número de cartões deve se (NTLAM-l).
CARTÃO 4 - TEMPERATURA
0  quarto tipo de cartão na ordem lê o  número do nó, o  v a  
lor de Temperatura T^ na superfície media do laminado, ( a  diferença de 
temperatura AT entre a  superfície externa (+z) e interna do laminado. Os 
nós são agrupados dois a  dois em cada cartão. Após os oartões com nós 
carregados termicamente, um cartão completamente nulo, conforme os forma 
tos serve como FLAG para o fim dos cartões de cada carregamento.
Observações sobre o Cartao 4í
Caso não se deseje considerar o efeito de temperatura, ou 
considerar temperatura <f= 0 apenas em certos nós, colocar um último oar- 
tão naquele carregamento completamente nulo (segundo o formato), e um nu 
mero qualquer de um no na posição correspondente a N01, Isto corresponden 
te a um FLAG.
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CARTÃ O 3 - L A M I N A S  TIPO -
F O R MATO (6.10.4, E10.3, E10.4)
El 1 - 10 -MÓDULOS DE E L A S T I C I D A D E  DE
E2 11 - 20 E N G E N H A R I A  NAS DIREÇÕES P R I N C I P A I S  1-2/
MI12 21 - 30 C O E F I C I E N T E  DE POISSON.
G12 31 - 40 M O D U L O  DE RIGIDEZ A O  CIZA- 
L H A M E N T O .
A L F A  1 41 - 50 C O E F I C I E N T E S  DE D I L A T A Ç Ã O
A L F A  2 51 - 60 T Ë R M I C A S  NAS D I R EÇÕES 1-2.
T E T A 61 - 70 Â N G U L O  ENTRE OS EIXOS 1 e x.
T 71 - 80 E S P E S S U R A  D A  LÂMINA.
CARTÃO 4 - T E M P E R A T U R A S  -
FORMATO' (2 (15, 2E15.3, 5X) )
NO 1 1 - 5 1? Nd LIDO NO CARTÃO.
Tl 6 - 20 T E M P E R A T U R A  NO PONTO M É D I O  DO 
L A M I N A D O .
• DT1 21 - 35 D I F E R E N Ç A  I N T E R N O - E X T E R N O  DO 
LAMINADO.
NO 2 41 - 45
T2 46 - 60 IDEM
DT2 61 - 75
121
CABTÕES 5, 6 « 7 - DADOS -
Após estes são colocados os cartões de dados para a subroti 
na DADO. Para cada elemento são lidos, a princípio, 7 oartões. Ho primei 
ro cartao (CARTÍO 5)» são lidos 10 valoresj o número de elemento HE, os 
números dos nós na numeração global correspondente aos nós locais i,j,kj 
três valores que são os números de lâminas físicas nos nós i,j e kj o 8o 
valor é LSIMLj o 9» KSINA1; o ÍOC é ISIHAL.
Os valores neste 5‘cartão servirão de guia para a leitura 
dos próximos 6 cartões s (KELEME, DELEME P/N01)j (k ELEME/dELEME N02) j 
(KELEME/DELEME 17)3) que descreverão o elemento NE.
0 próximo cartão ( Tipo 6) formará a matriz KELEME.o consta 
ra de uma sequência de números que referenciam as lâminas 1®, 2*, etc , 
por ordem, no nó i, às lâminas tipo lidas anteriormente, definindo por - 
tanto as características da lâmina I, do nó i do elemento HEj no tercei­
ro cartao (Tipo 7) estão sequencialmente as cotas de todas as lâminas do 
nó i e elemento HE. Estes 2° e 3® cartões são repetidos para o nó j e 
nó k, completando assim 7 cartões para cada elemento NE.
Caso os tres nós do elemento KE possuam as mesmas caracte - 
rísticas descritas na lâmina tipo, ( o mesmo código em KELEME), pode- se 
colocar o valor do LSUTAL como 1 (em vez de zero). Ifeste caso bastam 
as leituras de tipo de lâminas (KELEME) e cotas para o nó i, suprimindo 
-se então os 4 últimos cartões; o programa prove então os valores restan 
tes aos nós j e k.
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CARTÃO 5 - 
F O RM AT O
C A R A C T E R Í S T I C A S
(1015)
DO E L E M E N T O  -
NE 1 - 5 N Ú M E R O  DO E L E M E N T O
NOl 6 - 10 N Ú M E R O  DOS NÕS GLOBAIS A
NO 2 11 - 15 QUE C O R R E S P O N D E M  OS NÕS
N03 16 - 20 IN T R Í N S E C O S  RESPECTJ! 
V Ã M E N T E .
NLAM1 21 - 25 N Ú M E R O  DE LÂMINAS FlSICAS
NLAM2 26 - 30 N O S  N O S  INTRÍNSECOS i,j,k, 
RESPECTIVAMENTE.
NLAM3 31 - 35
LSINAL 36 - 40 = 1 OS TRÊS NÕS SÃO IGUAIS.
= 0 OS TRÊS NÕS SÃO DIFERENTES.
KSINAL 41 - 45 N Ú M E R O  DO CARTÃO E V E N T U A L M E N T E  
J Á  LIDO A  QUE 0 E L E M E N T O  NE 
POSSUI OS M E S M O S  V A L O R E S  E M  
K ELEME E DELEME; CASO C O N T R Á ­
RIO = 0.
ISINAL 46 - 50 0 NÃO C A L C U L A R  TENSÕES.
1 C A L C U L A R  T E N S Õ E S  MEDIAS.
2 C A L C U L A R  T E N S Õ E S  DAS LÂMINAS.
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C ARTÃO 6 - DADOS DE KELEME 
F O R MATO (1615)
1? L Â M I N A 1 5
2? L Â M I N A 6 - 10
• 11 - 15
• 16 - 20
> • 21 - 25
I - É SIMA 26 30 P R O P R I E D A D E S  DAS L Â M I N A S  NO
31 - 35 N Ö  i, DO E L E M E N T O  NE.
36 - 40
• 41 - 45
M A X L A M 46 - 50
51 - 55
56 - 60
61 - 65
66 - 70
71 - 75
76 — 80
CARTÃO 7 - DADOS DE D ELEME 
FORM ATO (8E10.3)
1? L Â M I N A -1 - 10
2& L Â MINA 11 - 20
21 - 30 COTAS DAS L Â M I N A S  N O  N Ö  i,
41 - 50 DO E L E M E N T O  NE.
M A X L A M 51 - 60
' 61 - 70
71 - 80
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Caso o elemento HE possua as mesmas características de un e 
lemento anteriormente já lido, basta que se coloque o número deste ele - 
mento na posição de KSINAL, e suprime-se os últimos 6 cartões» Do contra 
rio K S M A 1  - 0.
Caso se deseje oalcular e imprimir apenas as tensões medias 
nos nós do elemento, deve-se fazer ISINAL » 1} se alem das tensões me 
dias quer-se imprimir as tensões e deformações específioas em cada lâmi­
na, no sistema local de coordenadas x, y, z do elemento, e no sistema 
principal de coordenadas de material 1- 2- 3, deve-se fazer ISUíAL > 2 | 
caso não se necessite de quaisquer tensões no elemento ISINAL = 0 .
0 número de valores dos códigos em K3LEKE e das cotas em 
DELEME devem ser o mesmo de MAXLAM, onde MAXLâlí = MAX(NLÂl'^j HLAMgjHLAM^) 
isto é o número máximo de lâminas físicas» Os códigos de KELEME indicam 
a coluna da lâmina tipo*
Caso LSITJAL seja igual a 1, são suprimidos os 4 últimos car 
toes* Caso KSUJAL «= 0, são suprimidos os 6 últimos cartões de KELEME/dE- 
LEME, sendo o elemento HE descrito unicamente pelo cartão 5»
Deve haver 1 cartão tipo 5 para cada elemento.
CARTÃO 8 - CARGAS NORMAIS DISTRIBUÍDAS -
As cargas distribuídas são lidas a seguir. Os cartões reu - 
nem dois a dois o valor do número de elemento e as cargas que atuam nos 
nodos i, j, k, no sistema local X-y-z de coordenadas. Sao lidas pela roti 
na CARGA,
Quanto aos oarregamentos e limites de oartoes valem as me_s 
mas observações que as do CARTÃO 4 para temperatura.
125
CARTÃO 8 - C A R G A  D I S T R I B U Í D A  N O R M A L  - 
F O RM ATO (2(15, 3E10.3, 5X))
NE1 1 - 5 NU M E R O  DO 1? E L E M E N T O  LIDO
CA1I 6 - 15 C A R G A  N O R M A L  DISTRIBUÍDA:
CA2I 16 - 25 V A L O R E S  NO NÕ i ,j,k
CA3I 26 - 35 RESPECTIVAMENTE.
36 - 40
NE 2 41 - 45
CAI J 46 - 55 IDEM P A R A  0 2? E L E M E N T O
CA2J 56 - 65 LIDO.
CA3J 66 - 75
76 - 80
CARTÃO 9 - C A R G A  C O N C E N T R A D A  - 
F O RM ATO (3110, F I O . 3)
NO 1 - 10 N Ú M E R O  DO 'NÓ ONDE. AGE A  C A R G A  
CONCENTRADA.
N G L N N 11 - 20 N Ú M E R O  DO GRAU DE L I B E R D A D E  DO 
NO  QUE E S T Á  S E N D O  SOLICITADO.
ICAREG 21 - 30 NÚ M E R O  DO C A R R E G A M E N T O  E F E T I V O  
DO QUAL DEVE SER A D I C I O N A D O  ES 
TA  C A R G A  CONCENTRADA.
FN 31 - 40 V A L O R  DA C A R G A  N O D A L .
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CARTiO 9 - CARGAS CONCENTRADAS -
Aa cargas concentradas nos nós, no sistema global X * Y - Z
são lidas pela subrotina CARC0N. São 4 valoreis por o ar tão: o 1® xepresen
i
ta o numero NO do nó onde age a cargaj o 2° o número do grau de liberda­
de NGLNN que está sendo solicitado (de 1 a 6)j o 3o representa o número 
ICAREG do carregamento efetivo ao qual deve ser adicionado esta carga 
ooncentradaj e o 4® ® o valor FTT da carga nodal.
Apenas os nos carregados dispõem de cartões 9j apos o
último deles, um cartão nulo (seguindo o formato) servirá como FLAG.
c a r t Xo  10 - c o n d i çOe s  d e  c o n t o r n o -
As condições de contorno são lidas de cartões onde se indi­
cam o número do nó, o número do grau de liberdade envolvido e o valor 
associado à condição de contorno.
As condições de contorno tem cartão FLAG nulo para indicar 
o termino do carregamento.
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CARTÃO 10 - C O N D I Ç Õ E S  DE CONTORNO.
FORM ATO (4IS, 512, 3015.6)
NOl 1 - 5 N 9 DO 1’ NÓ E N V O L V I D O  P E L A  
C O N D I Ç Ã O  DE CONTORNO.
NO 2 6 - 10 I D E M  P/ 2’ NÓ.
N03 11 - 15 IDEM P/ 3? NÓ.
ISIS 16 - 20 N Ã O  E M  USO. M O D O = 0 .
_ =1 O G R A U  DE L I B E RDADE I £ T O ­
T A L M E N T E  RESTRINGIDO, ISTO É, 
J , K , A L F A , B E T A , G A M A  SÃO A R B I ­
TRÁRIOS.
IN 23 - 24
, <
=2 O G R A U  DE L I B E RDADE I E ESPE 
C I F I C A D O  COM D E S L O C A M E N T O  
IGUAL A  ALFA; J , K ,B E T A , G A M A  
SÃO ARBITRÁRIOS.
I 25 - 26 N 9 DO G R A U  DE L I B E RDADE DO NÓ NOl, 
N 0 2 , N 0 3 , R E S P E C T I V A M E N T E  E N V OLVI
J 27 - 28 DO N A  C O N D I Ç Ã O  DE CONTORNO. USADO
K 29 - 30 A P E N A S  I . J=K=0'. V A L O R E S  A S S O C I A D O S
ÃS C O N D I Ç Õ E S  DE C O N T O R N O  DE A C O R D O  
C O M  O TIPO IN.
A & m 31 - 45 U S A D O  A P E N A S  A L F A , B E T A = G A M A = 0 .0.
BETA 46 - 60
GAMA 61 - 75
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São gravados em arquivo temporário, para todos elementos. v 
os Beguintes valores:
- matriz 1 TB.I de transformaçãoj
- matriz I R j de rigidez do eleraentoj
- vetores de forças nodaisj
- matrizes I B I para os 7 pontos: 3 nós e os 4 pontos de 
integração j
- Tensões normais térmicas j THMT | para os 7 pontos e to­
dos os carregamentos}
Q I para todas as lâminas dos 7 pontos;
- matrizes 1 C I de propriedades dos 7 pontosj
Após a sobreposição são gravados ainda a matriz de rigidez 
total e o vetor de forças nodais total»
